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I

摘    要

二进制循环码例如平方剩余 (quadratic residue, QR) 码和 Bose-Chaudhuri-

Hocquenghem (BCH) 码等在物理层通信中有着重要的应用价值。与现在广泛使用

的低密度奇偶校验 (low-density parity-check, LDPC) 码相比，BCH码和 QR码均为

高密度奇偶校验 (high-density parity-check, HDPC) 码。此外，QR码拥有严格的数

学结构以及经过证明的最小汉明距离下界，而 BCH码和 Reed-Muller (RM) 码等有

着确定的最小汉明距离。因此，这些循环码在短码场景下通常拥有更好的理论性

能。然而，目前存在的解码器难以在保持低复杂度的同时达到此类码字的理论性

能。为解决该问题，本文以改善解码性能和降低解码复杂度为目标，提出了基于

信念传播 (belief-propagation, BP) 算法的神经网络解码器，论文主要的创新点如下：

（1）提出了使用神经网络 BP 算法配合 modified random redundant decoding 

(mRRD) 算法对 QR码进行解码，并提出根据小型陷阱集挑选循环移位，从而在解

码准确率仅略微下降的情况下降低了 mRRD算法的复杂度。此外，还提出了基于

Chase-II算法的神经网络解码器，进一步提升了解码准确率，在 QR (47, 24) 码上

获得了接近ML解码的帧错误率性能。

（2）提出了基于分层最小和 (min-sum) 算法的神经网络解码器，在解码准确

率有所改进的同时降低了解码迭代的复杂度。提出的分层神经网络 min-sum 算法

通过将权重分配规则从逐边分配变为逐迭代分配，大大削减了网络规模，从而使

得提出的解码器更加易于训练且占用的硬件资源更低，方便在电路上实现。此外，

将分层神经网络 min-sum算法与 mRRD算法相结合可进一步提高解码器的解码准

确率；同时引入了快速终止条件，在解码性能逼近 ML 解码性能的情况下大大减

少了 mRRD算法的平均迭代次数。

实验表明：本文所提出的用于循环码的神经网络解码算法在短码场景下可以

获得接近ML解码的性能。

关键词：循环码；深度神经网络；信念传播算法；迭代解码；最大似然解码
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Abstract

Binary cyclic codes such as quadratic residue (QR) codes and Bose-Chaudhuri-

Hocquenghem (BCH) codes are important in physical layer communications. Compared 

with the widely used low-density parity-check (LDPC) codes, both BCH codes and QR 

codes are mostly high-density parity-check (HDPC) codes. In addition, QR codes have a 

strict mathematical structure and a proven minimum Hamming distance lower bound, 

while BCH codes and Reed-Muller (RM) codes have a determined minimum Hamming 

distance. Therefore, they have better theoretical performance in the scenario of short 

code length. However, there is a lack of high-speed decoders that can achieve the 

theoretical performance of these cyclic codes with a low complexity. To address this 

problem, this thesis proposes a neural network decoder based on the belief-propagation 

(BP) algorithm to improve decoding performance and reduce decoding complexity, and 

the main contributions of the thesis are as follows.

(1) We propose to use neural network decoders based on the belief-propagation

algorithm with the modified random redundant decoding (mRRD) algorithm to decode

QR codes. We modify the original mRRD by selecting the optimal cyclic shift based on 

small trapping sets to reduce the implementation difficulty and complexity without 

significantly reducing the decoding accuracy. Besides, a neural network decoder based 

on the Chase-II algorithm is proposed to further reduce the error rate. Simulation results 

show that it can approach ML performance for the QR (47, 24) code.

(2) A neural network decoder based on the layered min-sum algorithm is proposed 

to reduce decoding iterations while improving the decoding accuracy. The proposed 

layered min-sum algorithm reduces the network size by changing the weight assignment 

rule from edge-wise to iteration-wise, making the proposed decoder easier to train and 

consuming fewer hardware resources for implementation on circuits. In addition, the 

mRRD algorithm is combined to further improve the decoding accuracy of the decoder, 

and the early stopping criterion is introduced to greatly reduce the average number of 

iterations of the mRRD algorithm under the condition that decoding accuracy 

approaches ML performance.

Experiments conducted on the QR (47, 24) code, BCH (63, 45) code, and

punctured RM (127, 99) code show that the proposed method can approach the ML 

decoding performance in short code length scenarios.
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1 绪 论

1.1 研究背景及意义

1.1.1 循环码的神经网络解码器的选题背景

超可靠低时延通信 (ultra-reliable low latency communications, URLLC) 是第五

代通信系统 (5th generation, 5G) 中的三大场景之一，其目的是为了向自动驾驶、物

联网、远程工业控制等场景提供基础设施。截止到目前，URLLC的技术路线仍在

讨论之中。第三代合作伙伴计划 (3rd generation partnership project, 3GPP) 对于

URLLC的期望是在 99.999%的可靠性下实现小于 1毫秒的通信延迟[1]。一般来讲，

可靠性和时延是一对相互矛盾的指标，因为增加可靠性常常需要增加编码冗余或

是进行信息重传，这些都会带来额外的延迟。由于 URLLC场景对于通信延迟和可

靠度都有着极高的要求，这就对通信所使用的信道编码提出了很大的挑战。信道

编码也叫做前向纠错码，其原理是信息的发送方会在发送的信息中添加一些冗余，

而接收方通过这些冗余信息判断在传输过程中是否发生错误并对其进行纠正。目

前的 5G中的增强型移动宽带 (enhanced mobile broadband, eMBB) 场景分别使用

了低密度奇偶校验码 (low-density parity-check, LDPC) 码[2]以及 Polar码[3]作为数

据信道和控制信道的信道编码方案。想要达到 URLLC的技术指标，编码要有较好

的纠错性能且码长不能太长，因为长码会带来更高的时延。尽管 LDPC 码性能优

异且技术非常成熟，但其缺点在于码长较短时性能表现一般。而长度较短的循环

码（比如BCH码）在最大似然 (maximum-likelihood, ML) 解码下拥有优异的性能，

这使其成为了 URLLC场景下信道编码的有力竞争者。然而包括循环码在内的大多

数线性分组码的 ML 解码是一个非确定性多项式 (non-deterministic 

polynomial-time, NP) 问题，所以想要精确达到这些码的ML性能几乎不可能。因

此，研究者希望能在复杂度显著降低的情况下逼近ML性能。

随着计算机性能的不断提高以及神经网络被重新发现，目前深度神经网络已

经成为了很多棘手问题的最佳解决方案，很多过去难以解决的问题已经被深度神

经网络解决或取得了重大进展。例如可以打败人类顶尖棋手的围棋 AI（AlphaGo[4]

等），高质量的对话文本生成（ChatGPT[5]、LaMDA[6]等）和各种风格的图像生成

（Diffusion model[7]等）。纵观这些问题，主要可以分为两类，第一类是拥有海量状

态空间和计算复杂度的问题，例如围棋 AI 等；第二类则是没有精确定义的问题，

例如文本生成和图像生成等。而循环码的ML解码问题就可以归类为第一类问题。

尽管 ML 解码是一个有着明确数学定义的问题，但如果使用暴力搜索的方法对信

息位长度为𝑘的循环码进行解码，在最差情况下需要搜索2𝑘次才能达到ML解码的
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性能。因此我们很自然的想到使用神经网络来减少复杂度并获得近似于 ML 解码

的性能从而达到 URLLC对可靠性的要求。同时我们还希望降低神经网络解码器的

规模从而达到 URLLC对于延迟的要求。除了延迟方面的问题，复杂的神经网络常

常会要求更高的功耗，难以应用到移动设备等计算能力受限或对功耗控制十分严

格的设备中。

1.1.2 循环码的神经网络解码器的研究意义

循环码作为 URLLC中编码技术的一个有力候选者，在学术界和工业界均拥有

着很高的研究价值。URLLC中的低延迟特性要求编码的长度不能过长，而成熟的

LDPC 等编码方案在该长度性能表现一般。BCH 码和 QR 码等循环码在中短码长

下有着优秀的性能，但这些循环码缺乏能够高效逼近 ML 性能的解码器。神经网

络循环码解码器若能克服该问题，则可以在通信过程中带来以下好处：

（1）更低的解码延迟：降低编解码延迟是实现低延迟通信的重中之重。循环

码可以使用较短的码长维持满意的性能，从而降低延迟；而一个好的解码器可以

用较少的运算解码接收数据并降低延迟。更低的通信延迟则可以支撑更多样的应

用场景，例如工业实时控制、远程游戏等。目前的循环码解码算法都比较复杂，

而神经网络有望解决这一点。

（2）更低的误码率：好的解码器同样能提供更低的误码率，从而降低通信开

销，提高通信的可靠性。这将使得对可靠性要求很高的应用，例如远程医疗、无

人机控制等等可以通过远程无线网络进行。目前的循环码解码算法几乎都为误码

率较高的硬判决算法，而加入软判决后的复杂度又难以控制。神经网络循环码解

码器则可以在利用软信息降低误码率的同时降低复杂度。

（3）更低的功耗：现代手机的整体功耗其中有相当一部分是通信基带所带来

的，而更好的解码器则可以降低功耗，提高手机续航能力的同时保护环境。

综上，复杂度和误码率更低的循环码解码器在多个领域中都有着广阔的应用

前景以及很大的经济价值，而神经网络循环码解码器则有可能做到兼顾复杂度和

误码率。

1.2 研究历史及现状

循环码是一类非常特殊的线性分组码，其特点在于任意一个码字在进行循环

移位后依然是一个码字，这使得相应的编码可以使用循环移位寄存器高效实现。

循环码通常拥有丰富的数学结构且用途十分广泛。很多著名的编码均为循环码，

例如 BCH码、QR码、punctured RM码、Hamming码等。然而，大部分循环码都

缺少能够高效逼近其ML性能的解码算法。例如二进制 QR码由 Prange在 1958年

提出[8]，其码长约为 1/2且在同码长和码率下通常拥有较大的最小汉明距离。一般
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而言对于任意一个线性分组码，其最小汉明距离越大，理论性能就越好。事实上

码长为𝑛的 QR码的最小汉明距离至少是√𝑛，这被称为平方根界。这使得 QR码是

目前已知性能较好的二进制编码之一。尽管 QR码理论上拥有优秀的性能，但其解

码算法一直是学界公认的难题。Berlekamp在他的著作中也曾认为 QR码是一类难

以解码的好码[9]361。此外，QR码具有较大的置换群，Gleason–Prange定理[10]证明

了扩展 QR码至少有一个与射影特殊线性群𝑃𝑆𝐿2(𝑛)或特殊线性群𝑆𝐿2(𝑛)群同构的

子群，这使得一些 QR码的解码算法会从置换入手[11]。由于优秀解码算法的匮乏，

目前投入应用的 QR码码长都较短。例如 QR (7, 4) 码被广泛应用于计算机的纠错

内存上 (error-correcting code memory, ECC memory)，(24, 12) 扩展 QR码（也称为

扩展格雷码）已经被应用在多种通信链路中，例如“旅行者”的影像系统[12]以及

高频广播系统[13]。Li等人于 2018年提出了基于查表法的 DS算法[14]。该算法可适

用于所有码长的 QR码，且在码长较短时速度极快。但是即便是目前较快的 DS算

法，其复杂度随着码长的增长也会以极高的速度增长。对于码长超过 100 的 QR

码，DS算法几乎没有实用性。BCH码和 RM码的问题则和 QR码略有不同。BCH

码[15][16]由 Hocquenghem、Bose、和 Ray-Chaudhuri 三人提出和完善，并以三人名

字的首字母命名。目前 BCH 码最常用的解码算法是 BM 算法，在 1965 年由

Berlekamp提出[9]176-195并在 1969年被Massey改进[17]。RM码由Muller在 1954年

发明[18]，其解码算法于同年由 Reed 提出[19]。BCH码和 RM码相比 QR码而言是

更易解的编码，其解码算法速度很快，并且目前投入使用的编码长度相比 QR码更

长。但是和 DS 算法一样，BCH 码和 RM码的常用解码算法均为硬判决算法，因

此其性能距离ML解码性能较远。若使用 Chase算法等软判决算法对其进行增强，

则可以在部分短码上达到接近 ML 解码的性能，但是其复杂度相比原硬判决算法

会成倍增长。此外，即使使用了 Chase 算法，在码长稍微长一些的时候其性能离

ML解码性能仍有较大差距。而机器学习与深度学习领域的进步则为该问题带来了

新的解决思路。

近年来学术界提出了多种使用深度学习设计或解码信道编码的方法。尽管针

对循环码设计的神经网络解码器并不多，但是由于循环码同时也属于线性分组码，

其中的经验也值得我们借鉴。Kim等人[20]1-17证明了循环神经网络 (recurrent neural 

network, RNN) 可以用来对卷积码和Turbo码进行解码。Zhang等人[21]426-230和 Jiang

等人[22]-[23]的论文中使用了自编码器同时学习编码和解码算法。Huang等人[24]使用

强化学习和遗传算法设计二进制线性分组码，其设计的码字错误率性能达到甚至

超过了传统的编码方案。但是由于遗传算法所设计出的码字缺乏数学结构，导致

其只能使用复杂度较高的通用解码算法进行解码。Gruber[25]等人观察到神经网络

对于结构化的码字拥有较强的泛化能力，对于训练集中没有出现过的码字也可以
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完成解码。然而，该文献所提出的神经网络解码器性能较差，这可能是因为其使

用的多层感知机 (multi-layer perceptron, MLP) 神经网络只学习到了编码的部分结

构。纵观上文所提及以及未提及的工作，目前基于深度神经网络的解码器大部分

都是针对线性分组码设计的，也有部分神经网络解码器针对的是卷积码或 Turbo

码，甚至是新设计的码字。一般而言，这些解码器可以分为两类：数据驱动的解

码器和模型驱动的解码器。

数据驱动的神经网络解码器常常使用深度学习中的经典或热门网络模型和结

构，如 RNN、自编码器等等。例如，在文献[20]1-17中作者使用了 RNN训练了一个

可以对卷积码和 Turbo码进行解码的解码器。此外，数据驱动的端到端自编码器也

被用于同时学习编码与解码[21]-[22]。其中 Zhang 等人[21]426-430考虑了删余的方法，

引入了一种基于 RNN的自编码器用于构建高码率的信道编码。其构造出的编码在

符号间干扰 (inter-symbol interference, ISI) 信道上低信噪比区域的性能超过了

LDPC 码。在文献[22]中，作者使用基于 RNN 的自编码器学习多种码率不超过 1/2

的信道编码，且学习到的信道编码性能超过了传统的咬尾卷积码。Jiang等人[23]也

研究了基于卷积神经网络 (convolutional neural network, CNN) 的自编码器，所学

到的信道编码与传统编码类似，纠错性能随码长增长而变强。尽管数据驱动的编

解码研究取得了以上进展，但是纯数据驱动的设计方法主要弱点在于过高的训练

复杂度以及在长码上缺乏可扩展性，因为这类方法依赖大量的随机码字作为训练

样本。此外，这类方法所学习到的编码其性能优势一部分也来自连续分布的码字，

这一点和传统的二进制码字也极为不同。所以这类神经网络学习到的编解码方案

和现在的数字通信系统不能兼容。

模型驱动的神经网络解码器则更偏向于根据码字结构设计对应的神经网络模

型。这样做的好处是网络的可解释性强，训练网络所需的样本数量小，而且训练

方法易于推广到其他同类码字。例如很多针对 BCH 码的神经网络解码器对于

LDPC码以及 QR码同样有效，因为它们都属于线性分组码。有相当一部分模型驱

动的神经网络解码器是在 BP类解码算法（包括 sum-product算法和 min-sum算法

等）的基础上设计的，因为 BP 类解码算法通过在 Tanner 图上反复传递消息从而

完成解码，而且 BP类算法是一种迭代解码算法，这一过程易于推广到神经网络中。

Nachmani等人[26]最先将 sum-product算法与神经网络结合并提出了神经网络BP解

码器用于对 BCH码进行解码。该方法通过对 Tanner图的每条边赋予不同的权重再

对这些权重进行训练，在 BCH码上获得了远低于原版 BP算法的解码错误率。神

经网络 sum-product算法在训练过程中可以使用全零码字和随机生成的噪声作为训

练集，这是因为神经网络的连接方式和激活函数与 sum-product算法的步骤一一对

应，从原理上避免了过拟合的发生。在此基础上，Lugosch等人[27]使用了 BP算法
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的一个变种，即 min-sum算法，代替原来的 sum-product算法从而形成了神经网络

min-sum算法。该算法大幅度简化了每一次迭代所需的运算量并基本保持了神经网

络 sum-product 算法的性能。而文献[28]中作者进一步研究了量化位数对神经网络

min-sum解码算法的影响，并提出了一种非均匀量化的方法。该方法使用较少的量

化位数同时保持了较好的性能。Nachmani等人[29]又提出将神经网络 min-sum中的

乘法权重替换为减法权重，从而消除了神经网络解码器中的所有乘法操作，而解

码准确率只有轻微的损失。在此之上，作者还提出共享每一层的权重，形成 RNN

的结构。这样做的好处是进一步削减了网络的参数量，但是在某些情况下会对解

码准确率造成较大影响。该方法对 Polar码同样也拥有较好的效果[30]。为了进一步

提高解码准确率，Nachmani 等人还提出将 modified random redundant decoding

(mRRD) 算法[31]和神经网络解码器相结合，将接收到的信号向量进行多次置换并

对其进行解码，最终挑选出一个最好的结果。这样做的好处是随着置换次数的增

加，解码错误率可以快速下降，但同时也会大幅增加解码所需的迭代次数，使得

解码延迟增加。例如为了达到 BCH (63, 45) 码的ML解码性能，Nachmani等人提

出的神经网络 mRRD解码器对于每个输入可能需要 12500次迭代才能完成解码。

另外 Nachmani等人于 2019年[32]通过使用图神经网络来学习 Tanner图中权重的分

布从而进一步改善了他们在 2018 年的结果，但提升效果有限。此外，Nachimani

等人在这项工作中使用了tanh−1的高阶泰勒展开代替原本的tanh−1函数从而避免

了梯度爆炸。但是值得注意的是只有在使用 sum-product算法的神经网络 BP解码

器中才存在tanh−1函数，若使用与其性能相似但更简单的神经网络 min-sum 解码

器则不存在这一问题。

Chen等人[33]1771-1780于 2021年提出了针对循环码的循环不变神经网络解码器，

该解码器同样基于神经网络 sum-product算法。作者利用了循环码的特性，构造了

循环冗余矩阵并以此替换普通的校验矩阵。此外，作者还基于 ML 解码器在对解

码循环码解码时拥有循环不变性这一特点推导了神经网络的权重共享公式，按照

这一公式共享权重可以保证其解码准确率不弱于为每条边分别分配权重的方案。

这样做大大减少了神经网络解码器的参数量，缩短了训练时间以及模型大小。同

时作者还提出了表解码算法，进一步提升了解码准确率。在使用表解码算法对 (63, 

45) BCH码进行解码时，最大只需要 6400次迭代便可以逼近ML解码准确率，相

比 Nachmani等人的 12500次有着大幅度的降低。此后，在文献[34]中，Chen等人

针对表解码算法中表较小的情况优化了解码器的比特错误率性能，但帧错误率性

能不变。然而在实际通讯中若发现帧错误则整帧都需要丢弃或重新传输，因此该

方法对于 URLLC 场景的作用有限。随后，Chen 等人又在循环不变神经网络解码

器的基础上提出了置换不变神经网络解码器[35]，该解码器利用扩展 BCH码和 RM
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码在仿射置换下不变的特性进一步扩展了校验矩阵的大小并设计了对应的神经网

络解码器。该解码器性能好于循环不变解码器，同时复杂度也有所提高。但是该

方法在大多数码字上并不能达到ML性能，例如文中对于 BCH (63, 45) 码将校验

矩阵从原来的17 × 63扩充至4032 × 64，大大增加了复杂度但性能距离ML解码性

能仍然较远。此外，Buchberger 等人[36]1957-1966 提出了在高度冗余的矩阵上训练神

经网络 BP解码器的方法，实验表明矩阵的冗余度越高，则越可能获得更低的误码

率。其中冗余矩阵的每一行都是通过搜索对偶码的最小重量非零码字（其汉明重

量等于码字的最小汉明距离）得到的。为了降低复杂度，作者还提出了修剪神经

网络的方法。在神经网络训练完成后，可以修剪神经网络中贡献较小的权重并删

除冗余矩阵中对应的行，从而在保证性能的情况下降低解码复杂度。该方法对于

部分 RM 码得到了逼近 ML 解码的性能，但是需要注意的是很多码的最小汉明距

离仍然是未知的。例如目前对于码长超过 200的 QR码，其最小汉明距离学界只有

粗略的估计而无精确值。并且即使是对于已知最小汉明距离的码，想要穷举所有

码重等于最小汉明距离的码字也是极其复杂的过程，例如对于 RM (256, 93) 码，

其最小汉明距离为 32，拥有共 777 240个汉明重量等于 32的码字。想要搜索这些

码字并非易事。另外，随着矩阵冗余度的增加，解码复杂度也随之增加，以上缺

点使得该方法只适用于码长极短的码。

1.3 主要工作与创新

本文主要针对提升二进制循环码的解码准确率和降低神经网络解码器的运算

次数展开研究。现有的部分神经网络解码器在一些编码上已经可以获得不错的解

码准确率，但只能在极少部分码字上获得 ML 译码性能，因此仍有改进空间。此

外，目前的神经网络解码器为了获得较好的解码准确率需要大量的训练参数以及

迭代次数，这使得其难以应用到移动设备中。故本文的主要工作为在进一步提高

神经网络解码器解码准确率的同时降低其复杂度。另外，为了衡量解码器的准确

率，我们需与 ML解码器的准确率进行对比。BCH码的 ML解码准确率已经被大

量研究且有成熟的数据库，但针对 QR码和 punctured RM码的研究较少。故本文

提出了一种基于线性规划和整数规划的 ML 解码器以便快速获得 QR 码和

punctured RM码的ML解码错误率曲线。本文的主要创新点如下：

（1）提出使用神经网络 min-sum算法对 QR码进行解码，并基于陷阱集挑选

循环移位以及结合 mRRD 提升其解码准确率。提出的 NCmRRD 算法应用于多个

码字时，解码准确率大大超过 DS算法。此外我们进一步结合了 Chase-II算法，提

出了 Chase-II-mRRD算法，逼近了 QR (47, 24) 码的ML解码性能。

（2）提出了一种基于分层 min-sum算法的神经网络解码器，所提出的 NLMS
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解码器大大减少了参数量以及训练难度。在多种码字上进行的测试表明提出的解

码器有着优异的解码准确率以及更低的计算复杂度。

（3）将提出的分层 min-sum解码器与 mRRD算法相结合，并引入了快速终止

条件。新提出的 FNmRRD 解码器成功逼近了 QR (47, 24) 码、BCH (63, 45) 和

punctured RM (127, 99) 码的ML解码准确率，且解码所需的最大迭代次数和平均

迭代次数相较其他解码器大大减少。

（4）提出了一种通过仿真获得线性分组码的ML解码帧错误率的算法。该算

法基于线性规划和整数规划，适用于中短码且速度较快。

1.4 本文结构

本文主要涉及循环码的神经网络解码算法优化，论文的具体结构如下：

第 1 章，首先介绍本课题的选题背景与研究意义，随后简述循环码和神经网

络解码器的研究历史和现状，在此基础上引出本文的研究内容和创新之处。最后

介绍全文的结构安排。

第 2 章，介绍通信以及各种循环码的相关理论背景知识，包括通信使用的模

型，QR码、BCH码、punctured RM码的构造等等；然后介绍了 BP类算法和陷阱

集的相关知识，包括 sum-product和 min-sum算法的迭代公式及其各类变种、陷阱

集的定义及其搜索算法。最后介绍了神经网络的相关知识。

第 3章，分析了多种可能会影响 BP类算法用于循环码解码时的误码率性能的

机制，介绍了基于 BP 类算法的神经网络解码器，包括对数域的 sum-product 和

min-sum算法。介绍了基于 mRRD的神经网络解码算法，包括 mRRD的原理并提

出使用循环移位对其进行简化。最后，分别针对多种码字训练了对应的神经网络

解码器，并进行了仿真实验和复杂度分析。

第 4 章，介绍了 ML 解码器和线性规划解码器的基本原理，并引出利用线性

规划和整数规划加速 ML 解码的算法。接着引入快速终止条件以及 Chase-II 算法

进一步提升神经网络循环 mRRD算法的性能。提出了基于分层 min-sum算法的神

经网络解码器，将前文中的 mRRD的神经网络解码算法、快速终止条件与所提出

的神经网络分层 min-sum 算法结合。接着通过大量实验，将所提出的算法和目前

最先进的神经网络解码算法做了对比，分析了其解码准确率以及计算复杂度。

第 5 章为总结与展望。总结和分析本文中基于神经网络解码器所做的研究工

作，并在此基础上展望了未来可能的研究方向。
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2 编码以及神经网络相关理论

本章主要介绍基本的通信模型以及编码相关的理论，以便后续章节的叙述。

具体内容有信道以及噪声模型、有限域以及有限域上的基本算术操作、代数码的

基本概念。此外还介绍了 QR码、BCH码、和 punctured RM码的编码方法以及 BP

类算法的原理等。

2.1 通信模型

图 2.1 通信系统模型

Fig. 2.1 The model of communication systems.

本文中使用的通信模型为二进制输入加性高斯白噪声信道 (binary-input 

additive white gaussian noise channel, BI-AWGNC)，通信模型为图 2.1所示。在该模

型中，发送端向发送信息添加冗余，接收端收到的信息会被噪声污染，而解码就

是利用冗余信息从带有噪声的接收数据中恢复发送端消息的过程。其中发送端发

送的𝑘位二进制信息记为𝐬 = (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑘) ∈ {0,1}
𝑘 ,加入冗余后得到的𝑛位符号记

为𝐮 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) ∈ {0,1}
𝑛。BI-AWGNC 中调制方式使用二进制相移键控

(binary phase-shift keying, BPSK) 调制。假设调制后的每符号能量𝐸𝑠是 1，即将0调

制为1，1调制为−1，则调制后的信号可以表示为𝐲 = 1 − 2𝐮。BI-AWGNC中产生

的噪声为高斯白噪声，记为𝐧，其中每个符号上收到的噪声𝑛𝑖~𝒩(0, 𝜎
2)，𝒩(0, 𝜎2)

表示均值为0，标准差为𝜎的高斯分布。解码器收到的输入信号𝐫 = 𝐲 + 𝐧。设𝐸𝑏为

每比特能量，𝑁0为噪声的功率谱密度，信噪比𝐸𝑏/𝑁0 (dB) 和噪声标准差𝜎之间的

关系如式(2.1)所示,

𝐸𝑠 × 𝑛 = 𝐸𝑏 × 𝑘,

𝑁0 = 2𝜎
2,

𝐸𝑏
𝑁0
(dB) = 10 log10

𝐸𝑏
𝑁0
. (2.1)

编码发送信息 调制 发送

解调 接收

噪声

解码接收信息
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即：

𝜎 =
√

1

2
𝑘
𝑛 10

𝐸𝑏
𝑁0
(dB)

10

(2.2)

在这个过程中发送端发送的+1（调制前为 0）可能会由于噪声污染变为一个

小于0的实数（解调后为1），而发送的−1（调制前为 1）也有可能在过程中发生类

似的翻转。如图 2.2所示，深灰色区域左侧为 1由于噪声污染翻转为 0的概率，右

侧则为 0 翻转为 1的概率。假设发送端发送 1 和 0的概率相同，则在不使用任何

编码时的比特错误率为：

𝑃𝑒𝑟𝑟 = Pr(𝑠 = 0)Pr(𝑟 < 0|𝑠 = 0)

+Pr(𝑠 = 1) Pr(𝑟 > 0|𝑠 = 1)

= ∫
1

√2𝜋𝜎2
𝑒
−
(𝑥−1)2

2𝜎2 𝑑𝑥
0

−∞

(2.3)

图 2.2 BI-AWGN信道接收信号的概率分布

Fig. 2.2 Probability distribution for the received signal in BI-AWGNC.

2.2 循环码相关理论

循环码的编码理论中常常需要用到大量的有限域（也称伽罗瓦域）操作。有

限域𝐺𝐹(2𝑚)一共包含2𝑚个元素，其构造如下：首先向域中加入元素 0，1 以及元

素𝛼，其中𝛼被称为有限域𝐺𝐹(2𝑚)上的本原元。𝐺𝐹(2𝑚)中的所有非零元素都可以

用𝛼的幂次表示，即𝐺𝐹(2𝑚) = {0, 𝛼0, 𝛼1, … , 𝛼2𝑚−2}。给定任意两个元素𝛼𝑖 , 𝛼𝑗，其

乘积定义为𝛼(𝑖+𝑗) mod (2
𝑚−1)。在此定义下的乘法和集合{𝛼0, 𝛼1, … , 𝛼2𝑚−2}形成了一

个循环群。而有限域中的加法则需借助本原多项式构造，例如给定𝐺𝐹(24)的一个

本原多项式为𝑝(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥 + 1，那么有𝑝(𝛼) = 0。𝐺𝐹(2𝑚)中的减法与加法相同，

均为异或。在计算𝛼2 + 𝛼时借助等式𝑝(𝛼) = 𝛼4 + 𝛼 + 1 = 0，即𝛼4 = α + 1，则有
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𝛼2 + 𝛼 = 𝛼(𝛼 + 1) = 𝛼 ⋅ 𝛼4 = 𝛼5。

除了使用符号𝛼的幂次构造，有限域中的元素也可以使用向量和多项式构造。

使用多项式构造有限域时同样需要确定一个本原多项式𝑝(𝑥)。其后，对于任意一

个系数只有 0/1 的多项式𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝐹(2)[𝑥]，其在有限域中表示为𝑓(𝑥) mod 𝑝(𝑥)。

例如𝑥5在𝐺𝐹(24)中对应𝑥5 mod 𝑝(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥。因此给定𝐺𝐹(2𝑚)中两个多项式

𝑀(𝑥),𝑁(𝑥)，其乘积为𝑀(𝑥)𝑁(𝑥) = 𝑀(𝑥)𝑁(𝑥) mod 𝑝(𝑥)。使用多项式表示𝐺𝐹(2𝑚)

中的元素时，元素之间的加法也是异或操作。即给定多项式𝑀(𝑥) =

∑ 𝑚𝑖𝑥
𝑖

0≤𝑖≤𝑚−1 ,𝑁(𝑥) = ∑ 𝑛𝑖𝑥
𝑖

0≤𝑖≤𝑚−1 ，多项式之和𝑀(𝑥) + 𝑁(𝑥) = ∑ (𝑚𝑖⊕0≤𝑖≤𝑚−1

𝑛𝑖)𝑥
𝑖。向量表示法则是将多项式表示法中的所有系数提取出来作为向量。若令幂

次表示法中的𝛼对应多项式表示中的𝑥，𝐺𝐹(24)中的所有元素如表 2.1所示。

表 2.1 𝐺𝐹(24)中的元素

Table 2.1 Elements in 𝐺𝐹(24).

𝐺𝐹(24), 𝑝(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥 + 1

幂次表示 多项式表示 向量表示

0 0 (0,0,0,0)

1 1 (0,0,0,1)

𝛼 𝑥 (0,0,1,0)

𝛼2 𝑥2 (0,1,0,0)

𝛼3 𝑥3 (1,0,0,0)

𝛼4 𝑥 + 1 (0,0,1,1)

𝛼5 𝑥2 + 𝑥 (0,1,1,0)

𝛼6 𝑥3 + 𝑥2 (1,1,0,0)

𝛼7 𝑥3 + 𝑥 + 1 (1,0,1,1)

𝛼8 𝑥2 + 1 (0,1,0,1)

𝛼9 𝑥3 + 𝑥 (1,0,1,0)

𝛼10 𝑥2 + 𝑥 + 1 (0,1,1,1)

𝛼11 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 (1,1,1,0)

𝛼12 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 (1,1,1,1)

𝛼13 𝑥3 + 𝑥2 + 1 (1,1,0,1)

𝛼14 𝑥3 + 1 (1,0,0,1)

编码的参数往往用(𝑛, 𝑘)表示，其中𝑛为编码后长度（码长），𝑘是编码前长度

（信息位长度）。对于代数码如 BCH 码和 QR 码，编码后结果（码字）对应的多
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项式𝑢(𝑥) = 𝑠(𝑥)𝑔(𝑥)，其中𝑠(𝑥)是编码前信息向量𝐬对应的多项式，𝑔(𝑥)是码的生

成多项式。使用不同的编码，就意味着使用了不同的生成多项式，同时也表明冗

余添加方案会有所不同。例如给定 QR (7, 4) 码（也称为 (7, 4) 汉明码[37]）的生成

多项式𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 + 1和𝐺𝐹(24)中的待发送消息(1,0,1,1)所对应的消息多项式

𝑠(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 + 1，编码后的消息为𝑠(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑥6 + 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1，

即(1,1,1,1,1,1,1)。

对于(𝑛, 𝑘)QR码，其码长必须满足𝑛 = 8𝑙 ± 1，其中𝑙是正整数。QR码的生成

多项式可以按如下方式获得。首先定义平方剩余集如(2.4)所示，其中“mod”为求

余操作。

𝑄𝑛 = {𝑖|𝑖 ≡ 𝑗
2 mod 𝑛 for 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1} (2.4)

令𝑚是使得𝑛|2𝑚 − 1成立的最小正整数，其中“|”代表整除，𝛼是𝐺𝐹(2𝑚)的本原元。

那么，𝐺𝐹(2𝑚)中的本原𝑛次单位根𝛽可以表示为𝛽 = 𝛼𝜇，其中𝜇 = (2𝑚 − 1)/𝑛。QR

码的生成多项式为：

𝑔(𝑥) = ∏(𝑥 − 𝛽𝑖)

𝑖∈𝑄𝑛

(2.5)

QR码的码长一旦确定，那么其信息位长度以及最小汉明距离也随之确定。最

小汉明距离是码字集合中任意两个合法码字之间的最小汉明距离（也称为码距），

更大的码距往往意味着更佳的纠错性能。最小汉明距离同时也是码字集合中除全

零码字外的汉明重量（即“1”的个数）最小的码字对应的汉明重量。

BCH码的编码参数则更为灵活，在确定 BCH码的码长后，我们可以指定一个

合适的码距，从而确定一个 BCH码。对于一个码长为𝑛，纠错半径为𝑡，即码距为

𝑑 = 2𝑡 + 1的 BCH码，要确保𝑛 = 2𝑚 − 1且𝑚 ≥ 3, 𝑡 < 2𝑚 − 1。在构造 BCH码的

生成多项式前，首先要确定𝐺𝐹(2𝑚)中各个元素对应的最小多项式。令𝛼𝑖 ∈ 𝐺𝐹(2𝑚)，

那么𝛼𝑖对应的最小多项式𝜙𝑖(𝑥)就是使得等式𝜙𝑖(𝛼
𝑖) = 0成立的次数最低的多项式。

已知最小多项式，BCH码的生成多项式如下：
𝑔(𝑥) = LCM(𝜙1(𝑥),𝜙2(𝑥),… , 𝜙2𝑡(𝑥)) (2.6)

其中LCM(⋅)代表最小公倍式。

RM 码的码长和信息位长度由两个整数𝓇,𝓂确定。其码长𝑛 = 2𝓂，最小汉明

距离𝑑 = 2𝓂−𝓇，信息位长度𝑘 = ∑ 𝐶𝓂
𝑖𝓇

𝑖=0 。RM码本身并非循环码，但其可以被视

为一种扩展循环码。在其码字结构中存在一位比特与所有其他比特共同构成一个

校验方程，因此对 RM码进行删余操作，将该比特删除后所形成的 punctured RM

码是一种循环码。令𝑠为一整数，𝑤(𝑠)是𝑠的二进制展开向量中 1的数量。Punctured 

RM码的生成多项式表示如下：
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𝑔(𝑥) = ∏ 𝜙𝑠(𝑥)

1≤𝑤(𝑠)≤𝓂−𝓇−1
1≤𝑠≤2𝓂−2

(2.7)

为了方便在计算机上批量处理，循环码也可以使用矩阵操作的形式进行编码。

对任意一个(𝑛, 𝑘)循环码，假设其生成多项式为𝑔(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛−𝑘 + 𝑎1𝑥

𝑛−𝑘−1 +⋯+

𝑎𝑛−𝑘，那么其生成矩阵（大小为𝑘 × 𝑛）可以写为：

𝐆 =

[
 
 
 
 
 
𝑎0 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−𝑘 0 ⋯ 0 0
0 𝑎0 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−𝑘 0 ⋯ 0
0 0 𝑎0 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−𝑘 0 ⋯
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
0 ⋯ 0 𝑎0 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−𝑘 0
0 0 ⋯ 0 𝑎0 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−𝑘]

 
 
 
 
 

(2.8)

那么对于任意1 × 𝑘维信息向量𝐬，编码后的信息𝐮可以通过矩阵乘法𝐮 = 𝐬𝐆得到。

其中矩阵乘法的运算规则与普通的矩阵-矩阵乘法类似，但是其中的加法操作变为

异或操作。接收端在对接收信息解码后得到解码结果𝐮̂，此时可以使用校验矩阵𝐇验

证解码结果是否为一个合法的码字。要获得矩阵𝐇首先要求解校验多项式ℎ(𝑥)，给

定码长𝑛和生成多项式𝑔(𝑥)，校验多项式的计算方法如下：

ℎ(𝑥) =
𝑥𝑛 + 1

𝑔(𝑥)
(2.9)

其中的除法为𝐺𝐹(2)中的多项式长除法。假设得到的ℎ(𝑥) = ℎ𝑘𝑥
𝑘 + ℎ𝑘−1𝑥

𝑘−1 +

⋯+ ℎ0，那么校验矩阵𝐇为：

𝐇 =

[
 
 
 
 
 
ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯ 0 0
0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯ 0
0 0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
0 ⋯ 0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0
0 0 ⋯ 0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0]

 
 
 
 
 

(2.10)

校验矩阵𝐇和生成矩阵𝐆之间满足𝐆𝐇T = 0，而编码后的码字𝐮和编码前的信息𝐬满

足𝐮 = 𝐬𝐆，所以若解码结果𝐮̂是一个合法码字，则应该满足𝐮̂𝐇T = 0，利用该性质

我们便可以验证解码结果的合法性。

图 2.3 Tanner图示例

Fig. 2.3 An example of Tanner graph.

V1 V2 V3 V4

C1 C2 C3
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校验矩阵确定了码字的校验方程组，例如给定校验矩阵𝐇 = [
1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 0 1

]，

等式𝐮̂𝐇T = 0等价于{

𝑢̂1 + 𝑢̂3 + 𝑢̂4 = 0
𝑢̂2 + 𝑢̂3 + 𝑢̂4 = 0
𝑢̂1 + 𝑢̂2 + 𝑢̂4 = 0

，其对应的图形表示也随之确定，如图 2.3

所示。这种表示方法被称之为 Tanner图[38]，其中每一个方形节点对应一个校验方

程，被称为校验节点；每一个圆形节点对应码字中的一个比特，被称为变量节点。

例如校验方程𝑢̂1 + 𝑢̂3 + 𝑢̂4 = 0对应在图中则是𝑣1, 𝑣3, 𝑣4与𝑐1相连。Tanner图𝐺也可

描述为𝐺 = (ℂ ∪ 𝕍,𝔼)，其中ℂ, 𝕍, 𝔼分别代表校验节点集合、变量节点集合、边集合。

2.3 信念传播算法及陷阱集理论

信念传播 (belief-propagation, BP) 算法是一类通用的线性分组码解码算法。目

前应用最广泛的 LDPC码常常使用 BP类算法及其各种变种进行解码。给定输入向

量𝐫、最大迭代次数𝐼𝑚𝑎𝑥、噪声标准差𝜎，作为最基础的 BP 类算法，对数域的

sum-product算法的流程如下：

（1）初始化：

𝑙𝑣𝑖
𝑐ℎ , 𝑙𝑣𝑖→𝑐𝑗

0 = ln
Pr(𝑦𝑖 = +1|𝑟𝑖)

Pr(𝑦𝑖 = −1|𝑟𝑖)
=
2𝑟𝑖
𝜎2

(2.11)

（2）校验节点向变量节点传递信息，其中𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}代表Tanner图中除去𝑣𝑖后

节点𝑐𝑗的相邻节点集合，下同：

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = 2 tanh−1( ∏ tanh(

𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘

2
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

)) (2.12)

（3）变量节点向校验节点传递信息：

𝑙𝑣𝑖→𝑐𝑗
𝑘+1 = 𝑙𝑣𝑖

𝑐ℎ + ∑ 𝑙𝑐
𝑗′
→𝑣𝑖

𝑘+1

𝑐𝑗′∈𝑁(𝑣𝑖)\{𝑐𝑗}

(2.13)

（4）输出：

𝑙𝑣𝑖
𝑘+1 = 𝑙𝑣𝑖

𝑐ℎ + ∑ 𝑙𝑐
𝑗′
→𝑣𝑖

𝑘+1

𝑐𝑗′∈𝑁(𝑣𝑖)

(2.14)

𝑢̂𝑖
𝑘+1 = {

0, 𝑙𝑣𝑖
𝑘+1 ≥ 0 

1, 𝑙𝑣𝑖
𝑘+1 < 0

(2.15)

该算法中步骤 2、3、4 会迭代多次直到迭代次数达到𝐼𝑚𝑎𝑥或者输出满足𝐮̂𝐇T = 0。
BP类算法能收敛到最优解的前提是 Tanner图中没有环。校验节点𝑐𝑗传播至变量节
点𝑣𝑖的信息𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖

𝑘+1 的物理意义为校验节点𝑐𝑗所对应的校验方程被满足的情况下变量

节点𝑣𝑖对应的 LLR，证明如下：

考虑单个校验节点𝑐有𝑚+ 1个相邻变量节点𝑣1, 𝑣2, … 𝑣𝑚+1。设除去其中𝑣𝑖后的

𝑚 = |𝑁(𝑐)\{𝑣𝑖}|个变量节点为𝑁
′(𝑐) = {𝑣1

′ , 𝑣2
′ , … , 𝑣𝑚

′ }，若𝑁′(𝑐)中节点的校验和为 1
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则𝑣𝑖 = 1才能满足校验方程，反之则需要𝑣𝑖 = 0。以此类推，若校验节点被满足，

则𝑣𝑖 = 0的概率为𝑁
′(𝑐)中有偶数个节点为 1且其他节点皆为 0的概率，𝑣𝑖 = 1的概

率等于𝑁′(𝑐)中有奇数个节点为 1且其他节点皆为 0的概率。定义𝑇𝑃为节点集合𝑃中

的所有元素取 1且节点集合𝑁′(𝑐)\𝑃中的所有元素取 0的概率。由于假设各节点之
间概率独立，则有𝑇𝑃 = ∏ Pr(𝑣𝑖 = 1|𝑟𝑖)𝑣𝑖∈𝑃

⋅ ∏ Pr(𝑣𝑗 = 0|𝑟𝑖)𝑣𝑗∈𝑁
′(𝑐)\𝑃 。那么节点𝑣𝑖的

概率分布可以用其他𝑚个节点的概率分布表示为：
Pr(𝑣𝑖 = 0|𝑟𝑖) = 𝑇{∅}⏟

𝐶𝑚
0项

+ 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′} + 𝑇{𝑣1′ ,𝑣3′} +⋯𝑇{𝑣𝑚−1′ ,𝑣𝑚
′ }⏟                    

𝐶𝑚
2项

+𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′ ,𝑣3′ ,𝑣4′} + 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′ ,𝑣3′ ,𝑣5′} +⋯⏟                  

𝐶𝑚
4项

+⋯+ 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′…} +⋯⏟        

𝐶𝑚
2⌊
𝑚
2
⌋
项

(2.16)

Pr(𝑣𝑖 = 1|𝑟𝑖) = 𝑇{𝑣1′} + 𝑇{𝑣2′} +⋯𝑇{𝑣𝑚′ }⏟              

𝐶𝑚
1项

+ 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′ ,𝑣3′} + 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′ ,𝑣4′} +⋯𝑇{𝑣𝑚−2′ ,𝑣𝑚−1
′ ,𝑣𝑚

′ }⏟                          

𝐶𝑚
3项

+𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′ ,𝑣3′ ,𝑣4′ ,𝑣5′} + 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′ ,𝑣3′ ,𝑣4′ ,𝑣6′} +⋯⏟                      

𝐶𝑚
5项

+ 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′… } +⋯⏟        

𝐶𝑚
2⌊
𝑚+1
2

⌋−1
项

(2.17)

对任意一个节点的 1/2的LLR值取tanh(⋅)操作可得到其为 0和1的概率之差：

tanh (
𝑙𝑣
2
) =

𝑒𝑙𝑣 − 1 

𝑒𝑙𝑣 + 1
= Pr(𝑣 = 0|𝑟) − Pr(𝑣 = 1|𝑟) (2.18)

由(2.18)，有：

∏ tanh(
𝑙𝑣
𝑖′

2
𝑣𝑗∈𝑁(𝑐)\{𝑣𝑖}

) = ∏ Pr(𝑣𝑥 = 0|𝑟𝑥) −

𝑣𝑥∈𝑁(𝑐)\{𝑣𝑖}

Pr(𝑣𝑥 = 1|𝑟𝑥) (2.19)

使用二项式定理将公式(2.19)右侧展开后共有2𝑚项，其中有𝐶𝑚0项的因子只包
含Pr(𝑣𝑥 = 0|𝑟𝑥)，对应𝑇{∅}；有𝐶𝑚

1项的因子中只有一个Pr(𝑣𝑥 = 1|𝑟𝑥)而其他因子是

Pr(𝑣𝑥 = 0|𝑟𝑥)，对应𝑇{𝑣1′} + 𝑇{𝑣2′} +⋯𝑇{𝑣𝑚′ }，且符号为负号。以此类推，对于每一

项而言，若其因子中有偶数个取 Pr(𝑣𝑥 = 1|𝑟𝑥)则符号为正，有奇数个取

Pr(𝑣𝑥 = 1|𝑟𝑥)则符号为负。使用(2.16)(2.17)分别代换(2.19)展开后的正项和负项，

有：

∏ tanh(
𝑙𝑣
𝑖′

2
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐)\{𝑣𝑖}

) = 𝑇{∅}⏟

𝐶𝑚
0项

+⋯+ 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′… } +⋯⏟        

𝐶𝑚
2⌊
𝑚
2
⌋
项

−(𝑇{𝑣1′} + 𝑇{𝑣2′} +⋯𝑇{𝑣𝑚′ }⏟              

𝐶𝑚
1项

+⋯+ 𝑇{𝑣1′ ,𝑣2′… } +⋯)⏟        

𝐶𝑚
2⌊
𝑚+1
2

⌋−1
项

= Pr(𝑣𝑖 = 0|𝑟𝑖) − Pr(𝑣𝑖 = 1|𝑟𝑖)

= tanh (
𝑙𝑣𝑖
2
) (2.20)

两边同时取tanh−1(⋅)后乘 2得到公式(2.21)，与公式(2.12)的形式相同。
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𝑙𝑣𝑖 = 2 tanh
−1( ∏ tanh(

𝑙𝑣
𝑖′
𝑘

2
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

)) (2.21)

由于在公式(2.12)(2.13)分别使用了连乘和加法操作，所以该算法也叫作和 -积

(sum-product) 算法。Min-sum 算法是 BP 算法的一个变种，可以视为 sum-product

算法的近似版本。在 min-sum算法中公式(2.11)可近似为：
𝑙𝑣𝑖
𝑐ℎ , 𝑙𝑣𝑖→𝑐𝑗

0 = 𝑟𝑖 (2.22)

公式(2.12)可以近似为：

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ min
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 | (2.23)

对 LLR 取tanh(⋅)后的值处于(−1,+1)之间，因此简单地将tanh(⋅)的连乘替换为取

最小值会导致幅度偏大。通过在(2.23)的基础上添加一个处于(0,1)之间的收缩系数

可以解决这个问题，这种方法叫做 attenuated min-sum算法：

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ 𝛼 min
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 | (2.24)

在 attenuated min-sum算法的基础上还可以设置一个阈值用来控制是否对LLR幅度

进行收缩，这种方法叫做 threshold attenuated min-sum（TAMS）算法[39]：

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ 𝛼 min
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 |

if min
𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 | > 𝜏

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ min
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 |

otherwise

(2.25)

2.4 神经网络

神经网络可以被认为是一类从训练数据中自动构造函数的算法。其基本的原

理是给定一个模型𝑓、参数组𝐰、输入样本𝐫和标签样本𝐮，对参数组𝐰进行优化使

得神经网络的输出𝑓(𝐰, 𝐫)尽量贴近样本标签𝐮。而衡量输出𝑓(𝐰, 𝐫)和标签差距的准

则我们称之为损失函数。神经网络算法分两阶段：训练阶段和测试阶段。在训练

阶段神经网络通过大量的输入和输出样本对参数𝐰进行调整，从而最小化损失函数。

在测试阶段神经网络会使用训练阶段固定下来的参数组𝐰进行推理，这里的参数组

𝐰被称为神经网络的权重。

设神经网络的𝐿层每层权重为𝑤1, 𝑤2, …𝑤𝐿，激活函数分别为𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝐿，损
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失函数为𝐶(𝑥, 𝑦)，则神经网络的输出为，

𝐮̂ = 𝑓(𝐰, 𝐫) = 𝑓𝐿 (𝑤𝐿, 𝑓𝐿−1 (𝑤𝐿−1, 𝑓𝐿−1(⋅⋅⋅ 𝑓1(𝑤1, 𝐫)))) , (2.26)

为了使损失函数最小化，需要找到损失函数的极值点，也就是使得∇𝐶 = 0成立的𝐰。

而由于神经网络的非线性且神经网络常常拥有大量参数，通常无法直接求解其极

值点。在实际情况中，人们常常使用基于随机梯度下降的方法 (stochastic gradient 

descent, SGD)，即通过迭代的方式多次更新权重。SGD 类方法在每一次更新时尽

量选择使损失函数值下降最快的方向，但是为了避免陷入局部最优，其计算出的

更新方向除了梯度外往往会增加动量或随机扰动。在每次迭代更新时都需要随机

采样一批样本，我们可以认为其分布与总体的真实分布一致。对于一次更新而言，

样本是固定的。因此在这种情况下损失函数可以视为只关于权重𝐰的函数𝐶(𝐰)。

计算样本对应的∇𝐶(𝐰)，并使用𝐰 = 𝐰 − 𝜂∇𝐶(𝐰)进行更新。其中𝜂被称为学习率，

用于控制每一次更新的步长。通常来讲更小的学习率会使得网络收敛更慢，而更

大的学习率会使得网络收敛更快但是在极值点附近会引起震荡。

2.5 本章小结

本章首先介绍了通信所使用的模型以及编码的基本知识；随后描述了 QR码、

BCH码、punctured RM码的编码方法；之后又阐述了这几种码的生成矩阵以及校

验矩阵的构建。此外，本章还介绍了 BP类算法，包括对数域的 sum-product算法

以及简化后的 min-sum、attenuated min-sum和 threshold attenuated min-sum算法。

最后本章简要介绍了神经网络的原理。
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3 基于 BP 类算法的神经网络解码器

由于 BP 类算法具有较强的假设前提（各节点概率相互独立），其在有较多短

环或小陷阱集的 Tanner 图上性能会发生大幅度劣化。对于校验矩阵密度较高的循

环码尤其如此，校验矩阵密度的增高使得短环数和小陷阱集的数量也快速增加，

这进一步影响了 BP类算法的性能。本章首先对影响 BP类算法性能的因素进行分

析。在此基础上，我们详细介绍基于 BP类算法的神经网络解码器并进行多种改进，

在提高解码性能的同时降低复杂度。

3.1 影响 BP 类算法性能的因素分析

BP类算法被证明在无环图上可以收敛到真实的概率分布，而在有环图上则无

法保证。即使如此，实践中在有环图上使用 BP类算法依然有机会收敛到我们所期

望的结果。在有环图上运行 BP 类算法时，Tanner 图中短环的数目被认为是影响

BP 类算法性能的重要因素之一。一般地，Tanner 图中的短环数量越少，BP 类算

法解码的准确率就越高。在构造 LDPC 码的校验矩阵时，人们需要通过各种方式

尽量使得 Tanner图中的短环数量最少。

算法 3.1: 环搜索算法[41]

输入：Tanner图: 𝐺 = (ℂ ∪ 𝕍,𝔼)，环长: 𝑔𝑙
输出：所有长度为𝑔𝑙的环型路径集合：𝑃𝑔𝑙

𝑃𝑔𝑙 = ∅

For 𝑣 in 𝕍 do

𝐶𝑒 ← 𝑁(𝑣) //寻找𝑣的所有相邻节点

If |𝐶𝑒| = 0 then

Continue

Else

      For 𝑐 in 𝐶𝑒 do

𝑃𝑔𝑙 ← 𝑃𝑔𝑙 ∪AllSimplePath(𝐺, 𝑐, 𝑣, 𝑔𝑙 − 1)

          //寻找图𝐺中所有以𝑐为起点，𝑣为终点，长度为𝑔𝑙 − 1的简单路径

End for

Remove(𝐺, 𝑣) //从图𝐺中删除𝑣以及𝑣相连的边

    End if

End for

Return 𝑃𝑔𝑙
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Tanner 图属于二部图，任意一个变量节点的相邻节点都是校验节点，反之，

任意一个校验节点的相邻节点也都是变量节点。所以对于任意一个 Tanner 图，其

环长只可能是不小于 4的偶数。在设计 LDPC码时为了提升 BP算法解码的准确率，

常常要避免 Tanner图中 4环和 6环的出现。但是由于大部分循环码的校验矩阵中

1的数量要远远多于 LDPC，所以其 Tanner图中难以避免地存在大量 4环。环的搜

索算法如算法 3.1所示。在 Tanner图中寻找长度为𝑔𝑙的短环时，只需遍历每一个变

量节点，并寻找该变量节点到与之相邻的校验节点之间长度为𝑔𝑙 − 1的简单路径

（即没有环路的路径）。找到所有这样的路径后便可以将该节点以及所有与之相邻

的边都删去，因为包含该节点的环路都已经被穷举。这样做可以加快接下来的搜

索过程。

图 3.1 (6, 4)基本陷阱集

Fig. 3.1 A (6, 4) elementary trapping set.

图 3.2 可能的陷阱集扩展路径

Fig. 3.2 Possible expansions of a trapping set.
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除了短环以外，陷阱集[40]也是影响 BP类算法性能的重要因素之一。这类结构

会导致 BP 类算法在某些节点解码失败。给定一个 Tanner 图𝐺 = (ℂ ∪ 𝕍, 𝔼)以及变

量节点集合𝕊 ⊂ 𝕍，定义𝕊在𝐺中的邻接节点集合为Γ(𝕊)。由于𝐺是二部图，所以

𝛤(𝕊) ⊂ 𝕍。定义𝕊的生成子图𝑇(𝕊)为(𝕊 ∪ 𝛤(𝕊), {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝔼, 𝑢 ∈ 𝕊, 𝑣 ∈ 𝛤(𝕊)})。将

𝛤(𝕊)中度数为奇数的节点集合记为𝛤𝑜(𝕊)，称为非满足校验节点。若 |𝕊| =

𝑎, |𝛤𝑜(𝕊)| = 𝑏，那么𝑇(𝕊)被称为一个(𝑎, 𝑏)陷阱集。此外，若𝛤(𝕊)中的节点度数只

有 1 和 2 两种，那么𝑇(𝕊)被称为一个基本陷阱集。基本陷阱集被认为对正确解码

的危害更大。BP类算法每进行一次迭代时，非满足校验节点会更正与其相邻的变

量节点从而使校验方程得到满足。而陷阱集中被虚假满足的校验节点则会增强与

之相邻的变量节点的置信度从而使得其中发生的错误更难被纠正。因此当陷阱集

中的非满足校验节点占据优势时解码更容易成功，反之则更容易出错。此外，陷

阱集中的变量节点越多则越不容易发生校验节点被虚假满足的现象。综上，陷阱

集的𝑎, 𝑏值越大则对解码负面影响越小，反之则影响越大。图 3.1 展示了一个典型

的（6，4）基本陷阱集，其中红色圆形和蓝色方形节点分别代表变量节点和校验

节点。基本陷阱集的搜索算法[41]6942-6958如算法 3.2所示。使用该算法穷举陷阱集时

需要运行多次，不断将小的陷阱集扩充为更大的陷阱集从而完成整个陷阱集的搜

索。此外，在初次运行该算法时需要输入 Tanner 图中的环路径，这可以通过算法

3.1得到。在每次扩充时该算法会检查可用的“路径”和“棒棒糖路径”（如图 3.2

所示，其中𝑠代表扩充前的陷阱集，(a)(b)(d)对应“路径”，(c)(e)对应“棒棒糖路径”），

并在每次扩充时保证这次扩充是最小的，防止陷阱集的重复或者遗漏。

边上消息传递的幅度同样也是影响 BP 类算法性能的一个重要因素。因为 BP

类算法的最优性只有在无环图中才能得到保证，在这种情况下可以认为变量节点

取 0/1 的概率是相互独立的。而实际中这个假设并不成立，所以对于边上传递的

LLR 信息幅度需要进行加权。而 min-sum 算法更是如此，除了不满足节点间概率

相互独立这一假设，min-sum算法还将 sum-product算法中tanh (⋅)值的连乘简化为

取最小值。我们知道tanh (⋅)函数的值域在(−1,+1)之间，因此将连乘用取最小值

替换会使得传播的消息幅度偏高，这种现象在节点度数较高的循环码上更为明显。

在实际中，人们使用 attenuated min-sum算法（参见公式(2.24)）来缓解这一问题，

其中的收缩系数常常是依经验而定，且在迭代过程中不会变化。为每次迭代分配

不同的收缩系数可以提升性能，但迭代次数较多时为每一次迭代依次确定收缩系

数的工作量较大。因此训练神经网络自动化确定收缩系数可能是效率更高的做法，

且由于更多权重的引入，神经网络可以更精细地调整每一层中不同边的权重值，

从而获得更高的准确率。
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算法 3.2: 基本陷阱集搜索算法[41]6942-6958

输入：Tanner图: 𝐺 = (ℂ ∪ 𝕍,𝔼)，小陷阱集的集合𝐿𝑖𝑛（其中每一个元素都是一个陷阱集

的变量节点集合），目标陷阱集的最大变量节点个数𝑘和最大奇数校验节点数𝑇

输出：更大的陷阱集集合：𝐿𝑜𝑢𝑡

𝐿𝑜𝑢𝑡 = ∅

For 𝑝 in 𝐿𝑖𝑛 do

    𝐺 ′ ←Remove(𝐺, 𝛤𝑒(𝑝) ∪ 𝑁(𝛤𝑒(𝑝)))

    //从𝐺中删除𝛤𝑒(𝑝)及其所有相邻的节点构建新图

    𝑖𝑚𝑎𝑥 ← (𝑘 − |𝑝|), 𝒢 ← ∅

    For 𝑐 in 𝛤𝑜(𝑝) do

        𝒫, 𝑖𝒫 ←FindPaths(𝐺′, 𝑐, 𝛤𝑜(𝑝)\{𝑐}, 𝑖𝑚𝑎𝑥)

        //寻找所有起点为𝑐，终点为𝛤𝑜(𝑝)\{𝑐}中元素，长度不超过𝑖𝑚𝑎𝑥的路径𝒫

      //（𝒫中每条路径只需记录变量节点）。以及𝒫中路径的最短值𝑖𝒫

        ℒ, 𝑖ℒ ←FindLollipops(𝐺 ′, 𝑐, 𝑖𝑚𝑎𝑥)

        //寻找以𝑐为起点和终点且长度不超过𝑖𝑚𝑎𝑥的棒棒糖路径上的变量节点

//ℒ以及路径的最短值𝑖ℒ

        𝑖 = min(𝑖𝒫 , 𝑖ℒ)

        𝒢𝑐 ←FilterPaths(𝒫 ∪ ℒ, 𝑖)//寻找𝒫和ℒ中长度最小的路径

If 𝑖 < 𝑖𝑚𝑎𝑥 then

𝑖𝑚𝑎𝑥 ← 𝑖

𝒢 ← 𝒢𝑐

Else

𝒢 ← 𝒢 ∪ 𝒢𝑐

End if

End for

For 𝑠 in 𝒢 do

𝑝′ ← 𝑝 ∪ 𝑠

If 𝑡′ ∉ 𝐿𝑜𝑢𝑡 and |𝛤𝑜(𝑡
′)| ≤ 𝑇 then

𝐿𝑜𝑢𝑡 ← 𝐿𝑜𝑢𝑡 ∪ {𝑡
′}

End if

End for

Remove(𝐺, 𝑣) //从图𝐺中删除𝑣以及与𝑣相连的边

End for

Return 𝐿𝑜𝑢𝑡
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3.2 神经网络 BP 算法

为了缓解环对 BP 类算法的性能影响，研究人员们提出了神经网络 BP 算法。

其设想是通过对 Tanner 图上的每条边赋予独立权重，在环上传递的信息一部分被

放大，一部分被缩小，从而减轻环对 BP类算法的影响。给定一个如图 3.3所示的

Tanner 图，其对应的神经网络 BP 解码器结构如图 3.4 所示。图中包含了两次 BP

迭代，每一次 BP迭代对应的神经网络层使用黑色虚线框标记。若想构建对应𝐼𝑚𝑎𝑥
次迭代的神经网络，只需重复第二个虚线框的内容，即IABA′BA′B…⏟      

2(𝐼𝑚𝑎𝑥−1)

O。I 层和 O

层分别为输入和输出层，其中的每一个神经元都对应一个比特的 LLR。虚线框内

的A, A′, B层为隐藏层，其中的每一个神经元都对应 Tanner图中的一条边。

图 3.3 (7, 4)汉明码对应的 Tanner图

Fig. 3.3 Tanner graph of the (7,4) Hamming code.

神经网络 BP算法中每层之间的神经元连接构造规则如下：

⚫ I层到 A层：若 A层中某神经元对应在 Tanner图中的边与 I层中某神

经元对应在 Tanner图中的变量节点相连，则在神经网络中添加这两个

神经元的连接。

⚫ A/A’层到 B层：若 A层中某神经元对应在 Tanner图中的边与 B层中

某神经元对应在 Tanner图中的边连接在同一个校验节点上，且两个神

经元对应的不是 Tanner图中的同一条边，则在神经网络中添加这两个

神经元的连接。

⚫ B层到 A’层：若 B层中某神经元对应在 Tanner图中的边与 A’层中某

神经元对应在 Tanner图中的边连接在同一个变量节点上，且两个神经

元对应的不是 Tanner图中的同一条边，则在神经网络中添加这两个神

经元的连接。图 5 中的 A’层神经元前有黑色方块，对应公式(2.11)中

的信道 LLR。

⚫ B层到 O层：若 B层中某神经元对应在 Tanner图中的边与 O层中某

神经元对应在 Tanner图中的变量节点相连，则在神经网络中添加这两

V2 V3

C1 C3C2

V4 V5V1 V6 V7



重庆大学硕士学位论文 3 基于 BP类算法的神经网络解码器

22

个神经元的连接。图 5中的 O层神经元前有黑色方块，对应公式(2.11)

中的信道 LLR。

图 3.4 (7, 4)汉明码对应神经网络 BP解码器结构图

Fig. 3.4 The structure of the neural BP decoder corresponding to the (7, 4) Hamming code.

在 Tanner图上为每条边添加权重后，神经网络 sum-product算法的迭代公式从

表示原 sum-product算法的公式(2.12)(2.13)分别变为：

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = 2 tanh−1 ( ∏ tanh(𝛼𝑖′→𝑗 ⋅

𝑙𝑣
𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘

2
𝑣𝑖
′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

)) , (3.1)

𝑙𝑣𝑖→𝑐𝑗
𝑘+1 = 𝑙𝑣𝑖

𝑐ℎ + ∑ 𝛽𝑗′→𝑖 ⋅ 𝑙𝑐𝑗′→𝑣𝑖
𝑘+1

𝑐𝑗′∈𝑁(𝑣𝑖)\{𝑐𝑗}

. (3.2)

与神经网络 BP类似，神经网络 min-sum中对应公式(2.23)的步骤变为：

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ min
𝑣𝑖
′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝛼𝑖′→𝑗 ⋅ 𝑙𝑣𝑖′→𝑐𝑗
𝑘 | . (3.3)

公式(2.25)中的 TAMS算法推广到神经网络中则变为：
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{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = 𝛼′( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ min
𝑣𝑖
′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝛼𝑖′→𝑗 ⋅ 𝑙𝑣𝑖′→𝑐𝑗
𝑘 |

if min
𝑣𝑖
′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝛼𝑖′→𝑗 ⋅ 𝑙𝑣𝑖′→𝑐𝑗
𝑘 | > 𝜏

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘+1 = ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
→𝑐𝑗

𝑘 )

𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ min
𝑣𝑖
′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝛼𝑖′→𝑗 ⋅ 𝑙𝑣𝑖′→𝑐𝑗
𝑘 |

otherwise

. (3.4)

上述两种神经网络min-sum解码器的变量节点更新步骤与神经网络 sum-product一
样变为(3.2)。公式(3.1-3.4)中出现的𝛼𝑖′→𝑗 , 𝛽𝑗′→𝑖均为网络权重，其取值范围为(0,1)。

我们使用二进制交叉熵 (binary cross-entropy, BCE) 损失函数来衡量输出 LLR

与真实码字𝐮之间的差距，假设神经网络的输出 LLR 为𝐥𝑜，sigmoid 函数为𝜎(⋅)，

BCE损失函数如公式(3.5)所示。

𝐿(𝐥𝑜 , 𝐮) = −
1

𝑛
∑(𝑢𝑖 ln 𝜎(−𝑙𝑖

𝑜) + (1 − 𝑢𝑖) ln(𝜎(𝑙𝑖
𝑜)))

𝑛

𝑖=1

(3.5)

其中𝜎(⋅)为 sigmoid函数，定义如下：

𝜎(𝑥) =
1

1 + 𝑒−𝑥
(3.6)

由于 BP 类算法在图上传递和输出的结果都可视为 LLR，如(3.7)所示，使用

sigmoid函数便可将 LLR转化为概率，因此使用 BCE函数衡量损失与 BCE原本的

定义相符。

𝜎 (ln
Pr(𝑠𝑖 = 0|𝑟𝑖)

Pr(𝑠𝑖 = 1|𝑟𝑖)
) =

1

1 +
Pr(𝑠𝑖 = 1|𝑟𝑖)
Pr(𝑠𝑖 = 0|𝑟𝑖)

= Pr(𝑠𝑖 = 0|𝑟𝑖) (3.7)

针对部分码字该函数也可改为多损失函数的形式，即在网络计算完一次 BP迭

代时将中间结果作为输出计入总损失函数中，这样做的好处是可以加速网络收敛

速度。但是若将多损失函数应用于迭代次数较少时无法较好解码的码字，则会影

响网络收敛。多损失交叉熵函数具体如下：

𝐿𝑀(𝐥
1, … , 𝐥𝐼𝑚𝑎𝑥 , 𝐮) = −

1

𝐼𝑚𝑎𝑥 ⋅ 𝑛
∑ ∑(𝑢𝑖 ln 𝜎(−𝑙𝑖

𝑗) + (1 − 𝑢𝑖) ln (𝜎(𝑙𝑖
𝑗)))

𝑛

𝑖=1

𝐼𝑚𝑎𝑥

𝑗=1

. (3.8)

为了验证神经网络 BP算法缓解短环和陷阱集效应的有效性，我们通过实验仿

真进行测试。具体的方法是：使用神经网络 sum-product解码器对带噪声的数据进

行解码并统计出错位置，当收集到足够多的错误时停止。以 QR (47, 24) 码为例，
统计结果如图 3.5所示。图中使用了 5次迭代，在𝐸𝑏

𝑁0
= 8 dB的情况下收集了超过

5 000次比特错误。可以看到使用 sum-product解码器进行解码，在四环数比较多
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的第 10~30位节点，错误反而更少，而错误集中发生的 38、42、43、46这几个节

点处的四环数也并未明显高于其他节点。尽管通常而言使用 BP类算法解码 LDPC

码时的性能受四环影响极其严重，但是图 3.5 表明，BP 类算法在解码 QR 码这类

高密度码时，四环可能并非是主导错误发生的唯一因素。

图 3.5 错误频数和四环分布图

Fig. 3.5 The distribution of error frequency and 4-cycles.

图 3.6 错误频数和小陷阱集分布图

Fig. 3.6 The distribution of error frequency and small trapping sets.
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考虑上文提到的第二个因素，我们尝试考察小型基本陷阱集对于 BP类算法解

码高密度码的性能影响。图 3.6展示了小型基本陷阱集和错误的分布，这里的“小

型”指陷阱集的大小参数满足𝑎 + 𝑏 < 7, 𝑎 < 4。可以看到和四环数相比，小型陷

阱集的分布与错误的分布更加吻合。因此我们可以推断在此种情况下，小型的基

本陷阱集贡献了大部分错误，四环则并非发生错误的主要因素。图 3.6中错误高发

的 38、42节点处于同一个 (2, 3) 陷阱集中（如图 3.7所示），而 43、46节点也处

于同一个 (2, 3) 陷阱集中（如图 3.8所示）。

图 3.7 节点 38、42对应的陷阱集

Fig. 3.7 A trapping set containing nodes 38 and 

42.

图 3.8 节点 43、46对应的陷阱集

Fig. 3.8 A trapping set containing nodes 43 and 

46.

3.3 神经网络循环 mRRD 算法

针对陷阱集导致的解码错误问题，本章提出基于 mRRD算法和循环置换来构

造新的解码算法。其中 mRRD算法从码的置换群中随机挑选置换，并利用置换对

接收到的信息进行多次重排和解码，最后从多个输出中挑选最可能的一个结果作

为最终输出。由于进行置换后接收向量中的比特顺序会被打乱，在多次置换和解

码后，原来处于陷阱集中的比特被移出陷阱集，陷阱集外的正确消息则会被传入

陷阱集，从而有助于 Tanner 图中消息的正确收敛。置换的具体操作如下，若给定
置换 𝜎 = (

1 2 3
3 2 1

)以及码字𝐮 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，那么置换后的结果为 𝜎(𝐮) =

(𝑢3, 𝑢2, 𝑢1)，这里的置换𝜎使用的表示方法称为两行表示法，第一行为置换前的位

置，第二行为置换后的位置。并不是任意一个置换都可以应用到 mRRD算法中。

在 mRRD算法中使用的所有置换必须都在码的置换群中，码字𝒞的置换群Per(𝒞)是

指由所有能够保持码字结构不变的置换构成的一个群，即：
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Per(𝒞) = {𝜎|𝜎(𝐮) ∈ 𝒞, ∀𝐮 ∈ 𝒞} (3.9)

由于置换群中的置换可以保证码字在被置换后仍然属于码字集合，所以对接

收向量进行此种置换可以保证被置换后的向量送入 BP 类解码器所产生的结果是

有效的。事实上，将接收向量进行置换再并基于原校验矩阵解码等价于在接收向

量不变的情况下对校验矩阵做变换然后解码，两种方法均不影响解码结果的有效

性。只是对接收向量进行置换并解码后需要将输出的解码结果进行逆置换才可以

达到期望的效果。“LMS (least metric selector)”是一种判决准则，其作用是在多个

mRRD 解码后的候选码字中选择一个最接近于输入向量的码字作为输出，这样选

出的码字是候选码字集合中最优的结果。若输入 LMS 的候选解码结果集合为𝕌̂，

则输出结果如下：

𝐿𝑀𝑆: 𝐮̂ = argmax𝐮̂∈𝕌̂∑|𝑟𝑖 − 𝑢̂𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

(3.10)

mRRD 算法可以很好地缓解陷阱集导致的错误收敛。但是对于某些码而言，

其置换群较难求解或十分庞大，为了储存置换群需要消耗极高的存储空间。表 3.1

列举了一些常见 QR码和 BCH码的置换群大小。以 QR (23, 12) 为例，若使用前

文提到的两行置换表示方法，由于第一行始终为 1 到 23 的顺序排列，可以省去，

那么每一个置换需要存储 23个整数。1到 23的整数可以用 5个 bit表示，则储存

QR (23, 12) 码的整个置换群需要10 200 960 × 5 bit ≈ 6 226 KiB。同样的，对于

BCH (63, 57) 码则可能需要2 × 1010 × 6 bit ≈ 14305 MiB。若只储存置换群的生成

元而不储存整个置换群则可以极大程度地节省空间，因为置换群的生成元常常不

超过 10 个。但是使用生成元生成整个置换群的 Schreier–Sims 算法[42]十分复杂，

不便于硬件实现。

表 3.1. 几种典型 QR码和 BCH码的置换群大小

Table 3.1 The cardinality of permutation groups for some QR codes and BCH codes.

𝒞 QR (23, 12) QR (89, 45) QR (97, 49) BCH (63, 45) BCH (63, 57)

|Per(𝒞)| 10 200 960 3 916 4 656 10 584 ≈2×1010

除此之外，给定一个置换群后在硬件上实现其中的任意置换也较为复杂。这

是因为在使用随机置换后，某个位置上的比特可能会被置换到任意一个位置上，

而且比特之间的顺序也可能被完全打乱。这就使得实现任意置换的电路变得十分

复杂。为了解决以上两个问题，我们提出在 mRRD规模较小时使用循环移位来代

替随机置换。这样做有两个好处。首先是解决了置换群的求解和存储问题，循环

码的置换群中一定包含循环移位，即对任意一个码字进行循环移位操作所产生的
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结果仍然是一个码字。因此所有的循环移位构成的群是置换群的子群，这就保证

了使用循环移位代替置换群所产生的结果的有效性；此外由于所有的循环移位都

可以用一个整数来表示，这样就无需额外的储存空间，只需任意取一个整数并对

输入进行整数次循环移位操作即可。最后，使用循环移位也解决了硬件实现的困

难，因为在循环移位操作中每一位只会被置换到与其相邻的位置上，比特之间的

顺序不会被打乱，从而降低电路实现的复杂度。循环移位和任意置换的对比如图

3.9所示。

图 3.9 循环置换和随机置换的对比图

Fig. 3.9 Comparison between cyclic permutation and random permutation.

算法 3.3: 最佳移位算法

输入：小陷阱集分布: 𝐷𝑇

输出：最佳移位（右移）：𝜎

For 𝑖 ← 1 to 𝑛 do

    𝑥 ← 𝐷𝑇 − (𝐷𝑇 >> 𝑛) //衡量移位后陷阱集的变化

𝑆𝑐𝑜𝑟𝑒[𝑖] ← ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑖>0

End for

𝑆 ← {𝑖|𝑆𝑜𝑐𝑟𝑒[𝑖] == max(𝑆𝑐𝑜𝑟𝑒)}

If |𝑆| ≠ 1 then

   𝜎 ← argmax𝜎∈𝑆(|𝜎 −
𝑛

2
|)

Else

𝜎 ← 𝑆[1]

结合前文中对陷阱集的分析，我们可以对循环移位做进一步挑选，找出对结

果改善更明显的移位操作。在选出效果最好的移位后，我们通过反复使用这一种

循环移位可以进一步降低实现复杂度。而且我们可以通过提前对校验矩阵进行分

析从而固定一个适合的移位，这样就不会给解码过程带来额外的开销。考虑某码

长为𝑛的码，其小陷阱集分布为𝐷𝑇 = (𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛)，其中𝑡𝑖是变量节点𝑉𝑖所参与的

0 0 1 1 1 0 1 0 1

0 1 0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1 0 1

1 0 0 1 1 1 0 1 0
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小陷阱集总数。前文的分析中提到了 mRRD可以通过置换将陷阱集中的比特移出

陷阱集并将外部正确的信息传入陷阱集，所以我们可以根据陷阱集分布挑选出一

个固定的循环移位，从而将参与陷阱集较多的节点移动到陷阱集较少的位置上，

这样就可以增强 mRRD 算法对抗陷阱集的效果。具体的挑选算法如算法 3.3 中所

述，该算法给𝑛个循环移位分别按照陷阱集分布进行评分，然后从中选择评分最高

的一个循环移位输出。若该算法发现有多个循环移位评分相同，则会从中选出长

度最小的一个循环移位（也就是最接近 0或𝑛的）。假如算法对于 QR (47, 24) 输出

了右移 40 位和右移 23 位，说明从陷阱集分布的角度看这两者都是最优解。但是

右移 40位等价于左移 7位，而右移 23位等价于左移 24位。可以看到右移 40位

在化简后所需的位数比 23或者 24位都要少，所以最终的输出结果是右移 40位（左

移 7位）。

算法 3.4: 循环 mRRD

输入: 最佳右移: 𝜎, 校验矩阵: 𝐻 码长: 𝑛, 接收向量: 𝐫, mRRD 规模: (𝑊, 𝐿, 𝐼𝑚𝑎𝑥)

输出: 解码结果: 𝐮̂

𝑆, 𝐹 ← ∅

For 𝑖 ← 1 to 𝑊 do

   𝛴 ← RandomInt() mod 𝑛

    𝐰 ← 𝐫 >> 𝛴

For 𝑗 ← 1 to 𝐿 do

𝐰 ← 𝐼𝑚𝑎𝑥次 sum-product/min-sum(w)

𝐮̂ ← HardDecision(𝐰) 

If 𝐮̂𝐻𝑇 = 0 then

𝐮̂ ← 𝐮̂ << 𝛴 //将比特重排至初始顺序

𝑆 ← 𝑆 ∪ {𝐮̂} //将𝐮̂添加到候选集

Break 

Else

𝐰 ← 𝐰 >>  𝜎

𝛴 ← (𝛴 + 𝜎) mod 𝑛 //记录右移总位数

End if

End for

𝛴 ← (𝛴 − 𝜎) mod 𝑛

𝐮̂ ← 𝐮̂ << 𝛴 //将比特重排至初始顺序

𝐹 ← 𝐹 ∪ {𝐮̂} //将𝐮̂添加到缺省集
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算法 3.4: 循环 mRRD

End for

If |𝑆| = 0 then

𝑆 ← 𝐹 //没有合法码字，从缺省集中挑选结果

End if

𝐮̂ ← LMS(𝑆)

𝐑𝐞𝐭𝐮𝐫𝐧 𝐮̂

本文所提出的方法是使用随机循环移位来代替 mRRD 中每条流水线的第一个

随机置换，以使得每条流水线有不同的起点。否则 mRRD 的多条流水线都会产生

同样的输出，失去其意义。在这之后，使用算法 3.3中得出的最佳置换代替原 mRRD

中的所有其他随机置换。由于所有的随机置换都被随机循环移位或者固定循环移

位所取代，因此我们将新的修改后的 mRRD称为神经网络循环 mRRD。其具体细

节如算法 3.4 所示。其中函数RandomInt()是取随机整数、HardDecision()是硬判

决（将小于 0的 LLR值转换为比特 1，大于零的 LLR值转换为比特 0）。

3.4 实验

3.4.1 实验环境

本章节中所有的训练以及仿真都使用 BI-AWGN 信道，在迭代过程中所有的

LLR都被截断到[−20,+20]以防止梯度爆炸。训练集大小为106，训练集中的向量

均为被随机高斯噪声（信噪比为 3-5dB）污染的全零码字。在测试时则使用指定信

噪比的随机高斯噪声污染的随机码字。本文中的超参数依经验设置如下：批大小

为 200，学习率为 0.01，优化器为 RMSprop[43]，除学习率以外的优化参数使用

PyTorch的默认值，其他环境配置如表 3.2所示。

表 3.2. 实验软硬件环境

Table 3.2 The software and hardware environment of experiments.

名称 配置

操作系统

Python

NumPy

PyTorch

CUDA

Ubuntu 18.04.5 LTS

3.7

1.19.1

1.7.0

11.7
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表 3.2. 实验软硬件环境（续）

Table 3.2 The software and hardware environment of experiments (continued).

名称 配置

中央处理器 Intel i9-10980XE

图像处理器 2* NVIDIA RTX 3090

内存 64 GB

3.4.2 评价指标

本文对于解码器的评价主要从两个角度出发：解码准确率、解码复杂度。对

于解码准确率我们使用两个指标：比特错误率 (bit error rate, BER) 和帧错误率

(frame error rate, FER)，具体计算如公式(3.11)所示。BER反映了比特数据流中出现

错误比特的概率，而 FER强调数据发送时每一帧的完整性，因为在实际中数据是

按帧发送的，若一帧内出现错误，则整个帧的数据都需要重新传输或丢弃。

BER =
信息位中总错误比特数

总信息位数
,

FER =
含错误(信息位和校验位)帧数

总帧数
. (3.11)

对于解码复杂度，我们主要使用解码器的最大迭代次数、在各个 SNR下的平

均迭代次数以及每次迭代所需的运算次数进行分析。在信噪比很低时，接收向量

中包含较多错误，此时解码所需的迭代次数常常达到最大值。平均迭代次数则反

映了在不同噪声强度下分别需要的解码迭代次数。每次迭代所需的运算次数反映

了不同算法在单次迭代中的操作类型和数量对比。

3.4.3 神经网络 Sum-product/Min-sum 和原算法的对比

为了探究神经网络算法的有效性，我们首先对比神经网络 sum-product 和

TAMS算法及其原版算法之间的性能差异。如图 3.10所示，图例中 NSP、NTAMS、

SP、TAMS分别对应神经网络 sum-product、神经网络 TAMS、sum-product、TAMS

的性能。可以看到神经网络 sum-product和 TAMS在错误率上的表现都好过其原版

算法。其中神经网络 sum-product 算法在 BER 为2 × 10−4时相比原版 sum-product

取得了 1.1 dB 的增益。神经网络 TAMS 算法在四者中表现最佳，其在 BER 为

4 × 10−5时相比原版 TAMS取得了 0.6 dB的增益，在 BER为1 × 10−4时和神经网

络 sum-product 拥有类似的性能但在更高 SNR 下表现更优。除此之外，神经网络

TAMS相比神经网络 sum-product算法消除了求双曲正切和反双曲正切的步骤，运

算量更小。因此在本章中若无特殊说明，使用的神经网络算法均基于神经网络

TAMS。
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图 3.11展示了 TAMS和神经网络 TAMS的错误分布对比，错误频数是在信噪

比为8 dB、总错误数超过5 000时统计的。可以看到神经网络TAMS算法对比TAMS

算法的错误反而更加集中于陷阱集，这也验证了前文中的结论，即小型陷阱集是

发生错误的主要因素。尽管图 3.10显示神经网络 TAMS比 TAMS的准确率改进了

很多（在 8 dB的误码率约为 TAMS的 1/10），但是在错误更少的情况下，神经网

络 TAMS 的错误反而更加集中发生于小型陷阱集，这说明神经网络并不是通过缓

解陷阱集效应来提高解码准确率。

图 3.10 神经网络解码器与其原版算法的 BER性能对比

Fig. 3.10 Performance comparison between different neural networks and their original versions.

图 3.11 神经网络 TAMS与原版 TAMS的错误分布对比

Fig. 3.11 Comparison between neural TAMS and original TAMS on the error distribution.
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3.4.4 神经网络 mRRD/循环 mRRD
本小节将对比基于神经网络的 mRRD和循环 mRRD的性能，以证明在给定规

模的情况下所提出的神经网络循环mRRD能取得和神经网络mRRD相似的性能且

算法更加简单。除此之外下文中的性能对比图中还加入了 DS算法的性能作为基准，

DS算法是一类硬判决算法，可以保证能纠正⌊𝑑/2⌋内的错误。DS算法是目前已知

较快的 QR码解码算法，但其在对长码解码时仍显得过于缓慢。这是因为 DS算法
每解码一个码长为𝑛，信息位为𝑘的码字就需要(𝑘 − 1) + (𝑘 − 1)∑ 𝐶𝑘

𝑖⌊𝑡/2⌋
𝑖=1 次实数加

法以及𝑘 + ∑ 𝑖𝐶𝑘
𝑖⌊𝑡/2⌋

𝑖=1 次有限域加法。本小节中的 BER/FER 曲线（分别对应图中实

线和虚线）都是在每个 SNR上收集到 100个错误帧后终止的。循环 mRRD中的循

环移位次数由算法 3.3得到。下文中若无特殊说明，算法 3.3的输入陷阱集均为满

足𝑎 + 𝑏 < 7, 𝑎 < 4的基本陷阱集。图中的 NmRRD、NCmRRD、DS分别代表神经

网络 mRRD、神经网络循环 mRRD、DS 算法。图中所有的 mRRD 算法及其变种

均使用 (5, 10, 5) 的规模。训练神经网络时使用的损失函数为式(3.8)对应的多损失

BCE。

图 3.12 不同解码器在 QR (47, 24) 码上的错

误率对比

Fig. 3.12 BER/FER performance of different 

decoders for the QR (47, 24).

图 3.13 不同解码器在 QR (71, 36) 码上的错

误率对比

Fig. 3.13 BER/FER performance of different 

decoders for the QR (71, 36).

图 3.12对应不同解码器在 QR (47, 24) 码上的性能。相比 DS算法，神经网络

mRRD在 BER为4 × 10−6时取得了 0.5 dB的增益。而神经网络循环 mRRD相比神

经网络 mRRD只有轻微的性能损失，在 BER为10−6时只有 0.08 dB的损失。相比
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神经网络 mRRD 需要随机从整个置换群中选择置换，本文提出的神经网络循环

mRRD只使用算法 3.3提供的右移 22位以及其他随机移位。除此之外，神经网络

mRRD和循环mRRD在低信噪比下BER略高于DS算法但是在全 SNR范围下 FER

都低于 DS 算法。这可能是因为 mRRD 算法在遇到无法解码的接收向量时输出的

解码结果相比 DS算法引入了更多的错误比特。

图 3.13 展示了不同解码器在 QR (71, 36) 码上的性能对比。其中神经网络

mRRD对比 DS算法在 BER为2 × 10−5时取得了 1.0 dB的增益，而神经网络循环

mRRD在 BER为10−6时相比神经网络 mRRD有 0.3 dB的性能损失。对于该码算

法 3.3输出的结果为循环右移 36位。

图 3.14展示了神经网络 mRRD和神经网络循环 mRRD在 QR (73, 37) 码上的

BER/FER性能。与 DS算法相比，神经 mRRD在 BER为3 × 10−6时获得了约 0.5 dB

的增益。神经网络循环 mRRD中选择的循环移位是右移 31位，与神经网络 mRRD

相比，在 BER为10−6时，性能损失约为 0.1dB。

图 3.15显示了神经网络mRRD和神经网络循环mRRD在 QR (97, 49) 码上的

BER/FER性能。与DS算法相比，神经mRRD在误码率为2 × 10−6时获得了约 0.4dB

的增益。神经网络循环 mRRD选择的循环移位是 31位右移。其与神经网络 mRRD

相比，在误码率为10−6时，性能损失约为 0.04 dB。

图 3.14 不同解码器在 QR (73, 37) 码上的错

误率对比

Fig. 3.14 BER/FER performance of different 

decoders for the QR (73, 37).

图 3.15 不同解码器在 QR (97, 49) 码上的错

误率对比

Fig. 3.15 BER/FER performance of different 

decoders for the QR (97, 49).
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3.4.5 在更长 QR 码上的实验

对于码长超过 200的 QR码，我们使用了不同的超参数集来训练神经网络解码

器。训练集包含了2 × 106个全零码字，这些码字被相应的噪声（信噪比从 1到 8 dB

不等）所污染。优化器的学习率设为 0.001，其他超参数保持不变。此外，我们使

用普通的 BCE损失函数而不是多损失 BCE。在下列的性能对比中不会出现 DS算

法的性能，因为运行 DS算法需要已知码的最小汉明距离，而下列图中所示码长高

于 200的 QR码的最小汉明距离仍然未知，此外 DS算法的复杂度增长极快，在长

度超过 127时就很难得出结果，在长度超过 200的 QR码上更是几乎不可能得到可

靠的性能数据。本小节中的迭代次数依然设为 5次，mRRD的规模设为 (5, 10, 5)。

图 3.16 展示了 TAMS 算法、神经网络 TAMS（对应图中 NTAMS）算法、神

经网络循环 mRRD（对应图中 NCmRRD）算法在 QR (241, 121) 码上的 BER/FER

性能。其中神经循环 mRRD使用了 191位的循环右移（即 50位循环左移）。输入

陷阱集为𝑎 < 4, 𝑎 + 𝑏 < 8的基本陷阱集。图 3.17显示了不同解码器在 QR (263, 132)

码上的 BER/FER性能。采用了 232位的循环右移（也就是 31位的循环左移），输

入陷阱集为𝑎 < 5, 𝑎 + 𝑏 < 8的基本陷阱集。可以看到当 BER 为1 × 10−4时，神经

网络循环 mRRD在 QR (241, 121) 码上相比 TAMS有接近 1.6 dB的改善；在 BER

为3 × 10−6时相比神经网络 TAMS也有超过 0.9 dB以上的增益。对于QR (263, 132) 

码而言，神经网络循环 mRRD在 BER为1 × 10−4时相比 TAMS有超过 1.5 dB的

增益；在 BER为1 × 10−5时相比神经网络 TAMS有接近 1 dB的增益。

图 3.16 不同解码器在QR (241, 121)的误码率/

帧错误率对比

Fig. 3.16 BER/FER performance of different 

decoders for the QR (241, 121).

图 3.17 不同解码器在QR (263, 132)的误码率/

帧错误率对比

Fig. 3.17 BER/FER performance of different 

decoders for the QR (263, 132).
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3.5 本章小结

在本章中，我们提出了几种基于神经网络的方法对二进制循环码进行解码。

我们观察到，BP 类算法在解码密度较高的循环码时性能主要受小陷阱集的影响，

而不是四环。即使是神经网络 BP类算法也同样无法缓解小型陷阱集引发的性能下

降。基于这一现象，我们所提出的神经网络循环 mRRD 通过使用循环移位将节点

从陷阱集中移出。实现了与神经网络 mRRD相似的性能，同时降低了实现复杂度

和内存占用。神经网络 mRRD和神经网络循环 mRRD 在误码率性能上都优于 DS

算法，且渐近时间复杂度更低。接着，我们使用神经网络循环 mRRD获得了两个

较长 QR码的 BER/FER性能。对于这二者，在不知道它们的最小汉明距离的情况

下，使用传统的 DS 算法无法对其进行解码，而提出的基于 mRRD 的算法则不受

此约束。
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4 逼近循环码的最大似然解码性能

第 3章介绍了多种神经网络解码器，其中神经网络循环 mRRD算法获得了比

DS算法更好的性能，但两者离ML解码性能均有很大差距。在本章，我们将尝试

进一步在多种码字上逼近 ML 性能。我们将首先论述如何快速求解中短长度码字

的ML性能，并通过引入 Chase算法尝试改进神经网络循环 mRRD的性能。此外，

本章还尝试基于分层 min-sum 算法，对神经网络解码器的网络结构进行优化，在

提升解码准确率的同时降低解码的时间复杂度、空间复杂度以及训练耗时。在本

章中我们将会使用不同长度和类型的码进行测试，并与文献[33]1771-1780 中提出的神

经网络解码器包括循环不变 BP (cyclically equivariant BP, CEBP)解码器，表解码器

(list decoder, LD) 以及ML解码器进行对比。

4.1 基于线性规划以及整数规划的 ML 解码器

线性分组码的 ML 解码性能可以用线性规划和整数规划来求得。众所周知，

给定接收向量𝐫并设其转置为𝐫𝑇，则任何二进制线性分组码的ML解码都可以被表

述为一个优化问题，即搜索满足以下条件的码字𝐮：

min 𝐫𝑇𝐮     s. t. 𝐮 ∈ 𝒞. (4.1)

其中𝒞是所有合法码字构成的集合。由于𝒞是二进制码字构成的集合，所以这个问

题是一个整数规划问题。为了近似ML解码过程以快速得到结果，Feldman等人[44]

松弛了可行域，将其从𝒞改为𝒞的凸包，即所谓的码字多边形。码字多边形中既包

含了原来的码字，也包含了一些非整数向量。松弛后的问题可以通过线性规划

(linear programming, LP) 来求解。如果 LP解码器得到一个整数解，那么该解就必

然是原问题的最优解，也就是一个ML码字。在文献[45]中，Zhang和 Siegel提出

了一种高效的基于线性规划的解码器，称为 ACG-ALP解码器。该解码器进一步加

速了 LP解码的过程。本文基于 ACG-ALP解码器来获得码的ML性能，具体如下：

（1）首先使用 ACG-ALP 算法解码接收向量，若找到的解是整数解，那么停

止算法并输出这个解。

（2）若 1）未找到整数解，使用其输出的非整数解作为起点构造整数规划并

使用 ACG-ALP算法中的所有约束进行剪枝并求解。

上述方法是基于这样的想法：ACG-ALP算法给出的结果即使不是ML码字也

应该接近于ML码字。因此，在执行 ACG-ALP解码后使用整数规划应该比单独使

用整数规划来寻找ML码字要快得多。
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4.2 基于 Chase-II 算法逼近循环码的 ML 性能

4.2.1 Chase-II-mRRD 算法

著名的 Chase-II 算法[46]是一类软判决算法，其原理是通过翻转接收向量中不

可靠的比特可以大概率减少接收向量中的错误数量，从而提高解码的准确率。在

Chase-II算法中，给定接收向量𝐫，算法会首先生成一个测试向量集合𝕋。取𝐫中⌊𝑑/2⌋

个最不可靠的位置（即绝对值最小的位置，在概率上而言这些位置对应的噪声值

偏大），在这⌊𝑑/2⌋个位置中穷尽所有的 0/1排列而其他𝑛 − ⌊𝑑/2⌋个位置均为0。𝕋就
是所有这样的向量构成的集合，所以有|𝕋| = 𝐶⌊𝑑/2⌋

0 + 𝐶⌊𝑑/2⌋
1 + 𝐶⌊𝑑/2⌋

2 +⋯+ 𝐶⌊𝑑/2⌋
⌊𝑑/2⌋

=

2⌊𝑑/2⌋。其中⌊⋅⌋代表向下取整，𝑑代表码的最小汉明距离。在生成测试向量集合𝕋后，

Chase-II算法对𝐫进行硬判决得到𝐱，即对𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}，若𝑟𝑖 > 0则𝑥𝑖 = 0，若𝑟𝑖 ≤ 0

则𝑥𝑖 = 1。最后对所有𝐭 ∈ 𝕋，Chase-II 算法都使用一个硬判决解码器对𝐭 ⊕ 𝐱进行

解码，其中⊕是异或，然后从所有的解码结果中挑选一个最好的作为输出。

基于 Chase-II算法和神经网络循环 mRRD算法我们提出了 Chase-II-mRRD算

法。与原版 Chase-II 算法不同的地方在于𝕋中的向量从 0/1 向量变为+1/−1向量，

而 Chase-II 算法中使用硬判决算法对𝐭 ⊕ 𝐱进行解码这一步骤被替换为使用前文提

出的神经网络循环mRRD算法对𝐭 ⊙ 𝐫进行解码，其中⊙为向量对应位置元素相乘。

考虑到𝐭是+1/−1向量，这样做的效果就是对𝐫中某些元素的符号进行翻转。若恰好

翻转到了符号错误的比特，则有可能提升后端神经网络循环 mRRD算法的解码准

确率。Chase-II-mRRD算法不断对𝐭 ⊙ 𝐫进行解码直到满足文献[47]中提到的快速终

止条件或𝕋中的所有测试向量都被使用过。这里的快速终止条件可以识别当前的解

码结果是否是给定输入的 ML 码字。若当前的结果被认为是 ML 码字则可以保证

无论𝕋中还有多少向量未被测试，其解码结果都不会好于当前结果。快速终止条件

的具体表述如下，令：

𝑧𝑖 = {
0,若𝑟𝑖 ≥ 0

1,若𝑟𝑖 < 0
(4.2)

𝐷0(𝐯) = {𝑖|𝑣𝑖 = 𝑧𝑖}, 𝐷1(𝐯) = {𝑖|𝑣𝑖 ≠ 𝑧𝑖}. (4.3)

定义相关差：

𝜆(𝐫, 𝐯) = ∑ |𝑟𝑖|

𝑖∈𝐷1(𝐯)

. (4.4)

假设𝐷1(𝐯)中有𝑛𝐯个元素，那么𝐷0(𝐯)中就有𝑛 − 𝑛𝐯个元素，按照可靠性将其进

行排序。若排序后的结果为𝐷0(𝐯) = {𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛−𝑛𝐯}，那么对于任意𝑖 < 𝑗有|𝑟𝑙𝑖| <

|𝑟𝑙𝑗|。此外定义该集合中前𝑗个元素为:

𝐷0
(𝑗)(𝐯) = {𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑗}. (4.5)

定义𝛿 = 𝑑 − 𝑛𝐯，𝐺𝑇(𝐯, 𝑑) = ∑ |𝑟𝑖|𝑖∈𝐷0
(𝛿)
(𝐯)

，若：
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𝜆(𝐫, 𝐯) ≤ 𝐺𝑇(𝐯, 𝑑), (4.6)

那么解码结果𝐯就是接受向量𝐫对应的 ML 码字。公式(4.6)是一个充分条件，若该

式被满足则解码结果必然是ML码字；反之，不满足公式(4.6)的码字未必一定不是

ML码字。Chase-II-mRRD算法的流程图如图 4.1所示。

图 4.1 Chase-II-mRRD算法流程图

Fig. 4.1 The flow chart of Chase-II-mRRD algorithm.

4.2.2 仿真性能及分析

本小节主要检验 Chase-II算法和提出的 Chase-II-mRRD算法之间的性能差异。

其中原版 Chase-II算法的内核为 DS算法。ML性能则是本章所提出的基于线性规

划以及整数规划的解码器得到的。和第 3章相同，本小节中的神经网络循环 mRRD

规模也使用 (5, 10, 5)。本小节中的 FER结果在 0到 5 dB时是收集 100个错误帧得

到的。而在 5.5以及 6 dB时由于错误率已经很低，想要收集到 100个错误帧的耗

时过长，所以在这两种情况下的 FER是收集到 20个错误帧时计算得到的。

接收向量  
硬判决向量 

生成测试向量集

合 

对所有 中的 

解码    

结果  是码字   
是

计算相关差         
储存       和 

否

所有的测试向量都

测试过了 

否

有存储的

   和          

是

找到最小的       
  对应的  

是

    

  满足   条件  否

否

    

是
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图 4.2 不同解码器在 QR (47, 24) 码上的帧错

误率对比

Fig. 4.2 FER performance of different decoders 

for the QR (47, 24).

图 4.3 不同解码器在 QR (71, 37) 码上的帧错

误率对比

Fig. 4.3 FER performance of different decoders 

for the QR (71, 37).

如图 4.2所示，与原 Chase-II算法相比，Chase-II-mRRD在 QR (47, 24) 码上

的改进非常小。造成这一现象的原因可能是因为两者的性能都已经比较接近 ML

性能。当 FER为7 × 10−6时，Chase-II-mRRD的性能与ML性能相差 0.5dB。图 4.3

显示了不同解码器在 QR (71，36) 码上的 FER结果。与原始的 Chase-II算法相比，

当 FER 为3 × 10−5时 Chase-II-mRRD 的增益为 0.5 dB。在 FER 为3 × 10−6时，

Chase-II-mRRD和ML性能之间的差距是 1.2 dB。

图 4.4 显示了不同解码器在 QR (73, 37) 码上的 FER 性能比较。与原始的

Chase-II算法相比，Chase-II-mRRD在 FER=3 × 10−6时获得约 0.4 dB的改进；此

时，Chase-II-mRRD和ML之间的差距是 1.1 dB。图 4.5显示了不同解码器在 QR (97, 

49)码上的错误性能比较。与原始的 Chase-II 算法相比，Chase-II-mRRD 在

FER=4 × 10−6时获得约 0.4 dB的改进，此时，Chase-II-mRRD和ML之间的差距

是 1.4 dB。

我们注意到尽管随着码长的增长，Chase-II-mRRD 算法和 ML的 FER性能差

距逐渐拉大，但是我们提出的 Chase-II-mRRD算法始终在 FER性能上优于 Chase-II

算法。
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图 4.4 不同解码器在 QR (73, 37)的帧错误率

对比

Fig. 4.4 FER performance of different decoders 

for the QR (73, 37).

图 4.5 不同解码器在 QR (97, 49)的帧错误率

对比

Fig. 4.5 FER performance of different decoders 

for the QR (97, 49).

4.2.3 复杂度分析

本节所提出的Chase-II-mRRD和第 3章所提出的NCmRRD方法尽管在解码时

进行了多次 min-sum 迭代，并在每次迭代时引入了乘法权重。但这些操作大多数

可以并行运行。假设 Tanner图中的边数为𝑒，每次神经网络 min-sum迭代平均需要

比原始的 min-sum 迭代多2𝑒次乘法。但延迟几乎保持不变，因为不同的节点可以

同时处理传入的信息。对于神经网络循环 mRRD(𝑊, 𝐿, 𝐼𝑚𝑎𝑥)，在最坏的情况下需

要𝑊 × 𝐿 × 𝐼𝑚𝑎𝑥次 min-sum迭代，而在最好的情况下只需要𝑊次迭代，因为在最好

的情况下每条流水线只需要执行 1 次迭代。考虑到不同流水线之间没有数据依赖

性，𝑊条流水线可以同时解码不同的输入。因此在并行解码时最坏情况下的延迟

减少到𝐿 × 𝐼𝑚𝑎𝑥次迭代，而最佳情况下的迭代次数为𝐼𝑚𝑎𝑥次。对于我们的 NCmRRD

(5, 10, 5)，并行解码的延迟在最坏情况下是 50次迭代，在最好情况下是 5次迭代。

Chase-II-mRRD在最坏情况下的复杂度是2⌊
𝑑

2
⌋ ×𝑊 × 𝐿 × 𝐼𝑚𝑎𝑥次迭代，其中𝑑是码的

最小汉明距离。和 mRRD 类似，Chase-II-mRRD 的运算大部分也可以并行化。若

我们依次对测试向量集的每个向量进行解码并将 mRRD 的部分并行化，则此时的

复杂度最高为2⌊
𝑑

2
⌋ × 𝐿 × 𝐼𝑚𝑎𝑥。
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图 4.6 不同解码器在 QR (47, 24)的平均复杂度对比

Fig. 4.6 Average complexity on the QR (47, 24).

想要分析上述解码器的平均复杂度通常很困难。因此，我们通过在不同信噪

比条件下分别进行仿真来获得平均的时间复杂度。在每个信噪比下我们对 10 000

个随机帧进行解码并统计每一帧解码得到输出结果或解码失败时所需的迭代次数。

统计结果如图 4.6所示，图例中的“串行”是指将所有流水线的迭代次数相加，而

“并行”表示所有流水线中最晚输出结果的那条流水线所需的迭代次数。图中串

行或并行迭代复杂度的计算方法是将每个接收向量对应的迭代次数相加，然后除

以接收向量总数。可以看到，在 SNR为 6 dB时，神经网络循环 mRRD的平均复

杂度接近于我们之前推导的最佳复杂度（串行约 25 次迭代，并行约 5 次迭代），

在 SNR为 0 dB时，复杂度最高（串行约 220次迭代，并行 48次）。在低信噪比区

域中，Chase-II-mRRD 的复杂性比神经网络循环 mRRD 高得多，例如在信噪比为

0 dB时，Chase-II-mRRD大约慢 31倍，但在信噪比为 7 dB时，Chase-II-mRRD与

神经网络循环 mRRD几乎一样快。

4.3 基于分层 min-sum 及 mRRD 算法逼近循环码的 ML 性能

4.3.1 权重分配以及分层 min-sum 算法

在第 3章，我们发现尽管神经网络 TAMS 算法能大幅度降低错误率，但是并

非通过缓解四环效应和陷阱集效应这两种途径。因此我们认为神经网络主要通过

收缩消息传递的幅度来提升解码准确率。考虑到为每条边分配不同权重的初衷是

通过对环路上的边分配不同权重从而缓解短环的效应，而短环并非影响性能的最
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大因素。因此为每次迭代分配权重和逐边分配权重相比，在准确率性能上可能相

差无几，但在权重数目以及训练速度上则相差甚远。例如对于 BCH (63, 45) 码，

其 Tanner 图的边数𝑛𝑒 = 432，行重𝑛𝑟 = 24。若迭代次数设为𝐼𝑚𝑎𝑥，则神经网络

BP类算法对应的神经网络权重数量为2 × 𝑛𝑒 × 𝐼𝑚𝑎𝑥 = 864𝐼𝑚𝑎𝑥。CEBP算法的权重

情况则比较特殊。CEBP 使用了一种循环冗余校验矩阵，即将原校验矩阵(2.10)扩

展为：

𝐇𝑐𝑦𝑐 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯ 0 0
0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯ 0
0 0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
0 ⋯ 0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0
0 0 ⋯ 0 ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0
⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱
ℎ𝑘−3 ⋯ ℎ0 0 ⋯ ℎ𝑘 ℎ𝑘−1 ℎ𝑘−2
ℎ𝑘−2 ℎ𝑘−1 ⋯ ℎ0 0 ⋯ ℎ𝑘 ℎ𝑘−1
ℎ𝑘−1 ℎ𝑘−2 ℎ𝑘−3 ⋯ ℎ0 0 ⋯ ℎ𝑘 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, (4.7)

扩展后的矩阵大小从(𝑛 − 𝑘) × 𝑛变为𝑛 × 𝑛。CEBP 除了使用了特殊的矩阵外，还

对权重做了特殊的共享分配，其对应的权重数量为2 × 𝑛𝑟 × 𝑛𝑟 × 𝐼𝑚𝑎𝑥 = 1152𝐼𝑚𝑎𝑥。

而普通的神经网络 BP 类算法在使用𝐇𝑐𝑦𝑐作为校验矩阵时的权重数量则为

2 × 𝑛 × 𝑛𝑟 × 𝐼𝑚𝑎𝑥 = 3024𝐼𝑚𝑎𝑥。倘若使用我们上文提出的权重分配方法，对每次

迭代只分配一个权重，则无论使用何种矩阵，神经网络的总权重数目均为𝐼𝑚𝑎𝑥。假

定𝐼𝑚𝑎𝑥取 10，各解码器在解码 BCH (63, 45) 码时所需的权重数量如表 4.1所示。
需要注意的是，CEBP并不适用于𝐇且只能在𝐇𝑐𝑦𝑐上运行。但是当逐边分配权重的

神经网络 BP类算法也在𝐇𝑐𝑦𝑐上运行时，CEBP的共享权重策略将使得其权重数比

普通的神经网络 BP类算法权重数更少。

表 4.1 不同算法在不同矩阵上解码 BCH (63, 45)码的权重数对比

Table 4.1 The number of weights for different decoders to decode BCH (63, 45) when using different

matrices.

算法 权重数(𝐇) 权重数(𝐇𝑐𝑦𝑐)

NTAMS 8 640 30 240

NLMS 10 10

CEBP 不适用 11 520

除了在权重分配方式上进行了改进，我们还提出使用分层算法构建神经网络。

前文提到的 BP类算法的更新方式为泛洪式，即在一次迭代中所有的变量节点和校
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验节点同时发送信息并更新。在分层式算法中，变量节点根据其与校验节点的连

接关系被分成若干组，每组节点依次进行更新。这样做的好处是在同一次迭代中

后更新的节点可以利用之前更新的节点更新后的消息，从而加快收敛速度。文献[48]

中作者证明了一般情况下异步更新的消息传递算法（在这里的情况中是分层

min-sum算法）会比同步更新的算法（在这里是泛洪传播的 min-sum算法）更快收

敛到不动点（即合法码字）。分层神经网络 min-sum的初始化以及输出步骤和前文

介绍的 min-sum相同，但是迭代步骤变化如下：
依次对每一个校验节点𝑐𝑗及其相邻变量𝑣𝑖 ∈ 𝑁(𝑐𝑗)进行如下操作：

（1）变量节点到校验节点更新，其中𝑙𝑣𝑖
1 = 𝑙𝑣𝑖

𝑐ℎ , 𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
0 = 0：

𝑙𝑣𝑖
𝑘 = 𝑙𝑣𝑖

𝑘 − 𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘−1 (4.8)

（2）校验节点到变量节点更新：

𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘 = 𝑤𝑘 ( ∏ sign (𝑙𝑣

𝑖′
𝑘 )

𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

) ⋅ min
𝑣𝑖′∈𝑁(𝑐𝑗)\{𝑣𝑖}

|𝑙𝑣
𝑖′
𝑘 | (4.9)

（3）变量节点更新：
𝑙𝑣𝑖
𝑘+1 = 𝑙𝑣𝑖

𝑘 + 𝑙𝑐𝑗→𝑣𝑖
𝑘 (4.10)

图 4.7 (7, 4)汉明码的神经网络分层 min-sum算法结构图

Fig. 4.7 The structure of neural layered min-sum for (7, 4) Hamming code

新提出的神经网络分层 min-sum解码器的网络结构如图 4.7所示。其中紫色虚

线代表可训练的权重（在同一层内权重共享），黑色小圆圈则代表加上前一层的输

出 LLR，可以看到相比泛洪式 BP算法对应的神经网络，分层式算法的层数更多但

是每一层的规模更小，且本章提出的算法拥有更少的权重。
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4.3.2 改进的 mRRD 算法

使用分层 min-sum 算法的好处是加快了解码器的收敛速度，但是并不能解决

小型陷阱集所带来的问题。而本章第二小节所提出的 Chase-II-mRRD 可以在很短

的循环码上获得较为接近 ML 解码的性能，但在其他长度的码字上离 ML 性能差

距较大。其原因可能是 Chase-II 算法主要依据比特的可靠度进行翻转操作，而影

响神经网络循环码解码器的主要因素是小型陷阱集，但是陷阱集的分布和比特可

靠度的分布相互独立。为了进一步改进本章所提出的神经网络分层 min-sum 算法

的纠错性能，我们改进了 mRRD算法来消除陷阱集的影响。除此之外我们将前文

提到的用于 Chase-II算法的快速终止条件直接引入 mRRD而不使用 Chase-II算法

以降低复杂度，这样做的好处是可以更加灵活地设置流水线数量从而在解码准确

率和运行速度上找到更好的折中。这样做还节省了 Chase-II 算法所需的可靠度排

序、比特翻转等步骤，也节省了用于存储测试向量集合的空间。

图 4.8 改进后的 mRRD结构示意图

Fig. 4.8 The structure of improved mRRD.

改进的 mRRD解码器的框架如图 4.8所示，其中𝜎代表从置换群中抽取的随机

置换，而𝜎−1代表其逆置换。图中的每一个正方形“BP”代表一个迭代次数为𝐼𝑚𝑎𝑥
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的神经网络 BP 类解码器，而“ML”代表式(4.6)中的 ML 码字判别准则。每完成

一轮置换、解码、逆置换后，成功译码的结果会被输入 ML 判决准则，若判定为

为ML码字则可以提前退出；如果𝐿轮后依然没有一个码字被认为时ML码字，则

输出相关差（使用公式(4.4)计算）最小的码字；若所有解码器都没有输出码字，则

宣布解码失败。这里我们并非只使用循环移位来进行 mRRD的置换操作，这是因

为想要逼近ML解码性能需要较高的流水线条数。但是循环移位的种类十分受限，

当流水线条数增长时只使用循环移位无法提供足够的多样性，会导致多条流水线

产生同样的结果，使得 mRRD的性能退化。如果更高的流水线条数可以带来逼近

ML解码的性能，以及相比 Chase-II-mRRD算法更低的迭代次数，那么在置换步骤

增加部分复杂度是可以接受的。改进后的神经网络 mRRD具体如算法 4.1所示。

算法 4.1: 改进 mRRD

输入:接收向量: 𝐫, mRRD 规模: (𝑊, 𝐿, 𝐼𝑚𝑎𝑥)

输出: 解码结果: 𝐮̂

𝑆 ← ∅,𝐨 = 𝐫

For 𝑖 ∈ {1, … ,𝑊} do

For 𝑗 ∈ {1,… , 𝐿} do

随机从Per(𝒞)中抽取置换𝜋

   𝐨 ← 𝐼𝑚𝑎𝑥次 min-sum(𝜋(𝐨))

   𝐮̂ ← HardDecision(𝐨)

𝐨 ← 𝜋−1(𝐨), 𝐮̂ ← 𝜋−1(𝐮̂),

  If 𝐮̂𝐻𝑇 = 0 then

     𝑆 ← 𝑆 ∪ {𝐮̂} //将𝐮̂添加到候选集

      If 𝐮̂是𝐫的ML码字

          Return 𝐮̂

      End if

      Break 

  End if

   End for

End for

If |𝑆| ≠ 0 then

Return argmin𝐮̂∈𝑆𝜆(𝐫, 𝐮̂) //  最有可能的合法码字

Else

    宣布解码失败

End If
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4.4 实验

4.4.1 实验设置

由于提出的神经网络大幅度减少了网络权重的数量以及每一层的宽度，在训

练时便可以使用更大的批大小。本章节提出的神经网络分层 min-sum（以下简称

NLMS）训练时使用的批大小为 2 000，学习率为 0.01，损失函数均使用普通的 BCE

而非多损失 BCE。NLMS、分层 min-sum (LMS)、CEBP的解码器最大迭代次数都

设置为 5。训练集使用随机噪声以及全零码字而测试集使用随机噪声和随机码字。
4.4.2 NLMS 的解码性能

图 4.9显示，与使用逐边分配权重的解码器相比，无论是在 QR (47, 24) 码还

是在 BCH (63, 45) 码上，我们提出的逐迭代分配权重的解码器在权重数量更少的

情况下都实现了类似的性能。逐层分配的权重对于迭代中所有边上通过的信息都

进行同样幅度的衰减，并不会因为信息从环上通过就进行不同的处理。而此时却

可以达到和逐边分配权重同样的的性能。这也从另一个角度验证了前文对于神经

网络无法针对四环和陷阱集进行缓解的猜想。

图 4.9 使用不同权重分配方式的 NLMS解码 QR (47, 24)的 BER性能对比

Fig. 4.9 BER performance of NLMS using different weight assignments on the QR (47, 24).

BCH (63, 45) 码的仿真结果见图 4.10。可以看出，LMS在两个矩阵（即𝐇和𝐇𝑐𝑦𝑐）

之间的误码率（BER）差异很小。然而，在𝐇和𝐇𝑐𝑦𝑐两种矩阵上，NLMS解码器对

比 LMS解码器都取得了明显的增益，在 BER为10−4时，其改进幅度分别为 0.35 dB

和 1.12 dB。此外，在 BER为4 × 10−6时，NLMS解码器对比 CEBP解码器的性能
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增益为 0.06dB。此外，我们发现使用𝐇𝑐𝑦𝑐的 NLMS解码器明显优于使用原始矩阵

𝐇的解码器，这种现象在其他码的性能对比中也可以看到。这也符合前文提到的四

环并非是影响神经网络BP解码准确率的主导因素这一观点。因为𝐇𝑐𝑦𝑐的前𝑛 − 𝑘行

与𝐇相同，且后𝑘行由前面移位得到，故𝐇𝑐𝑦𝑐中的四环数量远超𝐇矩阵。解码器在

𝐇𝑐𝑦𝑐的四环数远高过𝐇矩阵的情况下表现出了更低的误码率是因为尽管𝐇𝑐𝑦𝑐的四

环数变多了，但其包含的陷阱集所对应的参数𝑎, 𝑏也变大了。对于 QR (47, 24) 码
而言，其𝐇𝑐𝑦𝑐矩阵中不包含𝑏 < 12的陷阱集。而更大的陷阱集更不容易妨碍解码

过程的收敛。

图 4.11中显示了不同解码器在 BCH (63, 36) 码上的性能比较。我们注意到，

在 BER为2 × 10−4的情况下，NLMS解码器相比 LMS解码器取得了 0.58 dB的增
益，而在使用𝐇𝑐𝑦𝑐的情况下则为 1.20 dB。此外，我们发现在 BER为10−5的情况下，

NLMS解码器比 CEBP解码器有 0.37 dB的增益。

图 4.10 不同算法在不同矩阵上解码

BCH(63,45) 码的 BER性能

Fig. 4.10 BER performance of different decoders 

on the BCH (63, 45) over different parity-check 

matrices.

图 4.11 不同算法在不同矩阵上解码

BCH(63,36) 码的 BER性能

Fig. 4.11 BER performance of different decoders 

on the BCH (63, 36) over different parity-check 

matrices.

不同解码器对 QR (47, 24) 码的误码率性能对比见图 4.12。可以看出，NLMS

解码器在矩阵𝐇上相比 LMS解码器获得了 0.64 dB的增益，而在 BER为2 × 10−4的
情况下，NLMS在𝐇𝑐𝑦𝑐上相比 LMS的增益为 1.18 dB。我们还观察到，在 BER为

10−5的情况下，NLMS比 CEBP解码器有 0.32 dB的增益。



重庆大学硕士学位论文 4 逼近循环码的最大似然解码性能

48

图 4.13 中描述了不同解码器在 QR (71, 36) 码上的性能曲线。在 BER 为

4 × 10−4时，NLMS解码器相比 LMS解码器实现了 0.90 dB的增益。NLMS在使
用𝐇𝑐𝑦𝑐矩阵进行解码的情况下相比 LMS实现了 1.38 dB的增益。此外，我们注意

到，在 BER为10−5时，NLMS解码器优于 CEBP解码器 0.29 dB。

图 4.12 不同算法在不同矩阵上解码 QR (47,

24) 码的 BER性能

Fig. 4.12 BER performance of different decoders 

on the QR (47, 24) over different parity-check 

matrices.

图 4.13 不同算法在不同矩阵上解码 QR (71,

36) 码的 BER性能

Fig. 4.13 BER performance of different decoders 

on the QR (71, 36) over different parity-check 

matrices.

4.4.3 改进的 mRRD 的性能评估

尽管提出的 NLMS 算法在降低复杂度的情况大幅度提升了误码率性能，但是

仍然和 ML 性能有较大差距。本章使用前文提到的改进的神经网络 mRRD（下文

称 FNmRRD）算法尝试继续逼近 ML性能。同时我们使用目前性能最好的表解码
[33]1771-1780（下文称 LD）算法作为对比，以证明所提出算法的优越性。

从图 4.14中可以看出，随着解码器宽度（流水线数量）𝑊的增长，FNmRRD

和 LD都可以达到接近ML的性能。在 FNmRRD和 LD使用图中性能最好的参数

时，LD 在最坏情况下的复杂度是 FNmRRD 算法的 5 倍（64 × 20 × 5 =

5 × (256 × 5 × 1)）。此外，我们提出的 FNmRRD (256, 5, 1) 算法相比 LD (16, 20, 5)

获得了 0.34 dB的增益，且复杂度相当。此外，FNmRRD (16, 5, 1)和 FNmRRD (32,

5, 1)算法分别实现了与 LD (8, 20, 5) 和 LD (16, 20, 5) 类似的性能，但前者使用的

迭代次数减少了 90%。
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图 4.14 LD和 FNmRRD在不同规模下解码 BCH (63,45) 的 FER性能

Fig. 4.14 FER performance of LD and FNmRRD on the BCH (63, 45) using difference sizes.

图 4.15 LD和 FNmRRD在不同规模下解码 Punctured RM (127, 99) 的 FER性能

Fig. 4.15 FER performance of LD and FNmRRD on the punctured RM (127, 99) using different 

sizes.

图4.15展示了LD和FNmRRD对punctured RM (127, 99) 码进行解码时的FER

性能。可以看到 LD算法和 FNmRRD算法都可以十分逼近ML解码。但同宽度下

的FNmRRD算法的FER性能比LD算法略好且迭代次数只有LD的 10%。特别地，
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FNmRRD (64, 5, 1) 的 FER性能和 LD (128, 10, 5) 的 FER性能相当但前者所需的

最大迭代次数仅为后者的 5%。

对于 QR (47, 24) 码，不同大小的 FNmRRD算法的 FER性能如图 4.16所示。

由于 LD算法需要使用仿射置换对输入进行置换，而仿射置换不能直接应用于 QR

码，所以图中没有展示 LD 的性能。FNmRRD 使用的置换不局限于仿射置换所以

不受此影响。由图可知 FNmRRD (128, 5, 1) 算法已经十分接近ML解码，当 FER

为10−5时，两者的差距仅为 0.1dB。而本章第 2小节中我们提出的 Chase-II-mRRD

离ML性能尚有 0.5 dB的差距，且最大迭代次数为25 × 5 × 10 × 5 = 8 000，远高

于 FNmRRD的128 × 5 × 1 = 640。所以我们认为，尽管新提出的 FNmRRD使用

了更加复杂的随机置换，但是其迭代次数却远小于 Chase-II-mRRD（减少超过 90%），

并获得了更好的性能。因此，引入更复杂的随机置换是值得的。

图 4.16 FNmRRD在不同规模下解码 QR (47, 24)的 FER性能

Fig. 4.16 FER performance of FNmRRD on the QR (47, 24) using different sizes.

4.4.4 复杂度分析

NLMS 算法和 NmRRD 算法都可以并行运行，但是出于简洁考虑，下文中的

复杂度分析都只计算不同操作的总数，也就是串行运行时的复杂度。由前文关于

矩阵结构的分析可知，大小为(𝑛 − 𝑘) × 𝑛的𝐇和大小为𝑛 × 𝑛的𝐇𝑐𝑦𝑐都拥有相同的

行重𝑛𝑟，而对于𝐇𝑐𝑦𝑐而言其列重与行重相等，也为𝑛𝑟。对于每次迭代，CEBP解码

器需要𝑛(𝑛𝑟 − 1)次加法，𝑛(3𝑛𝑟 − 2)次乘法，𝑛次tanh (⋅)操作和𝑛次tanh
−1(⋅)操作。

相比之下，NLMS 每次迭代需要𝑛(𝑛𝑟 − 1)次加法，𝑛 × 𝑛𝑟次乘法，𝑛(𝑛𝑟 − 2)
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次符号翻转以及𝑛次min(⋅)操作。具体在对 BCH (63, 45) 码进行解码时，所需操作

如表 4.2所示。可以看到，NLMS算法在加法上与 CEBP的次数相同，而乘法上只

有 CEBP所耗次数的 1/3左右。且相比 CEBP省去了tanh(⋅)和tanh−1(⋅)的操作而多

出了符号翻转和取最小值的操作。而这两种操作的资源消耗比tanh(⋅)和tanh−1(⋅)

要小得多。所以总体上 NLMS每次迭代的计算量小于 CEBP。

表 4.2 NLMS 和 CEBP解码 BCH (63, 45) 码的单次迭代操作数对比

Table 4.2 Number of operations per iteration for NLMS and CEBP when decode the BCH (63,45).

算法 + × tanh(⋅) tanh−1(⋅) 符号翻转 min(⋅)

CEBP 1 449 4 410 63 63 0 0

NLMS 1 449 1 512 0 0 1 386 63

图 4.17 不同规模的 FNmRRD和 LD的平均复杂度对比

Fig. 4.17 The average complexity of FNmRRD and LD using different sizes.

除了分析每次迭代的复杂度，我们还将分析 LD算法和 FNmRRD算法的平均

迭代次数。平均复杂度与前文相同，通过在各个 SNR取值下仿真 10 000帧然后计

算平均迭代次数得到。在 BCH (63, 45) 码上仿真得到的平均迭代次数结果如图

4.17所示。前文我们提到，当 FNmRRD和 LD在 BCH (63, 45) 码上实现接近于

ML解码的性能时，前者的最大迭代次数仅为后者的 1/5，图上 0 dB对应的数据点

也验证了我们的分析。此外我们还注意到，随着信噪比的增加，FNmRRD 和 LD

之间迭代次数的差距被进一步放大。例如，当信噪比为 5 dB时，FNmRRD (256, 5,
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1) 的平均迭代次数约为与之解码准确率相当的 LD (64, 20, 5) 的 5%。同样在 5 dB

时，参数规模最大的 FNmRRD (256, 5, 1) 所需的平均迭代次数也比参数规模最小

的 LD (4, 20, 5) 算法要略少，而根据图 4.14此时两者的帧错误率差距约为 18倍。

4.5 本章小节

本章主要对神经网络循环码解码器进行了多种改动尝试逼近码字的ML性能。

首先我们提出使用线性规划和整数规划快速获得中短码长码字的 ML 解码性能，

以便于后续性能比较。然后我们引入了 Chase-II算法对第 3章提出的 NCmRRD算

法进行增强。提出的 Chase-II-mRRD 算法在码长很短时能够较为接近 ML 解码性

能，但在码长稍长时与 ML 解码性能相差较大。接着我们通过理论分析和仿真得

出结论：第 3 章所使用的神经网络的权重分配策略可以大幅度简化。针对这个问

题，本章提出的神经网络解码器采用逐迭代分配权重的方式，大幅度缩减了权重

数量。此外我们还引入了神经网络分层 min-sum 算法，同时配合新的权重分配方

案大幅度提升了解码准确率并降低了复杂度。本章中我们还对 mRRD算法进行了

修改，得到的算法称为 FNmRRD。尽管 FNmRRD 和 Chase-II-mRRD 算法相比在

置换步骤上更加复杂，但带来的收益是解码性能的显著提高以及最大迭代次数的

大幅降低。本章还对比了所提出的 FNmRRD算法和 LD算法，我们发现前者以比

后者更低的最大迭代次数在多个码字上取得了接近ML解码的准确率。此外与 LD

算法不同，本章提出的 FNmRRD算法对码字的置换群没有限制，而 LD算法只能

对置换群包含仿射变换的码进行解码，故 FNmRRD算法的泛用性更强。最后，本

章从每次迭代操作数以及平均迭代次数方面分析了所提出算法的复杂度，发现所

提出的 FNmRRD在每次迭代操作数低于 LD算法的同时，其平均迭代数远低于后

者。
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5 总结与展望

5.1 本文内容总结

信道编码使在不可靠的信道上进行信息传输成为可能。在本文中，我们首先

介绍了目前移动通信中一个研究热点，即超可靠低延迟通信，从而引入了中短码

长的循环码在该场景下的应用前景以及这类编码在应用上目前亟待解决的问题，

即缺乏好的解码算法。然后本文介绍了一些循环码的解码算法发展历史，并 顾

了目前最先进的基于机器学习的信道解码方法。接着就神经网络 BP类算法这个子

领域展开了深入的探讨和研究。本文从两个方面着手改进神经网络 BP类算法，以

更好地对循环码进行解码：提升神经网络解码器的准确率，降低神经网络解码器

的复杂度。本文的贡献可以概括为以下三个方面：

（1）对影响神经网络 BP 解码器性能的因素进行了研究。神经网络 BP 类解

码器提高解码准确率的机制可能有三点：通过收缩网络上信息传递的幅度来拟合

正确的 LLR幅度、通过给环上的边分配不同权重来减轻环对解码的影响、通过给

陷阱集中的边分配权重来减轻陷阱集对解码的影响。我们的研究表明其中的第二

点在神经网络解码器中的作用占主导地位。此外我们发现四环对于高密度循环码

的影响与其对 LDPC码的影响不同。BP类算法用于对高密度循环码解码时，在四

环多的地方产生的错误不一定会比在四环少的地方产生的错误多。和LDPC类似，

当神经网络 BP类算法用于解码循环码时，小型陷阱集是影响其准确率的最重要因

素。

（2）针对陷阱集，我们提出引入 mRRD算法将比特从陷阱集中置换出去，并

将其他比特引入陷阱集，从而降低误码率。结合 mRRD和神经网络 TAMS解码器

后所得到的神经网络 mRRD 算法在解码准确率上超过了现有的 DS 算法。同时，

相比 DS 算法，mRRD 拥有更低的渐近复杂度。此外，我们针对 mRRD在宽度较

小的情况下进行了简化，由此得到的神经网络循环 mRRD相比原神经网络 mRRD

算法性能损失很小，但复杂度得到大幅度简化。由于无需求解置换群且使用的置

换只包含循环移位，该算法更易于在电路上实现。在目标编码的置换群难以求解

或者置换群极大时，mRRD算法很难运行，而神经网络循环 mRRD则不受影响。

此外，我们引入了 Chase-II算法并与神经网络循环 mRRD算法进行结合，所提出

的 Chase-II-mRRD算法在短码上可以较为接近ML解码。

（3）为了进一步提升性能以接近 ML 解码，我们引入了神经网络分层

min-sum算法。该算法拥有更高的收敛速度，在同样的迭代次数下可以获得更高的

准确率。基于①的分析，我们在不影响解码准确率的情况下大幅度削减了网络权
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重的数量，使得训练速度更快、解码的复杂度更低，并使得解码器可用于更长的

码字。最后，我们通过在 mRRD中应用快速终止条件，降低了其平均复杂度从而

能在复杂度可以接受的情况下增大其规模。最终在多种码上逼近了 ML 解码的性

能。仿真结果表明：我们提出的 FNmRRD解码器和目前最先进的神经网络 LD解

码器相比，拥有同样的解码准确率，但算法复杂度要远低于后者。

本文所提出的算法在多个不同码长的 QR码上均获得了优异的性能，且提出的

算法同样可以应用于其他类似的循环码上。值得一提的是，本文最后提出的

FNmRRD在 QR (47, 24)、BCH (63, 45)和 punctured RM (127, 99) 码上都获得了十

分逼近ML解码的准确率。

5.2 未来工作展望

本文的工作主要围绕提升神经网络 BP 类算法解码循环码的准确率以及降低

相应的解码复杂度这两方面展开。所提出的方法在 QR码、BCH码、和 punctured 

RM码都展示出优异的性能。但是这并不代表在这方面的研究已经完善，后续还可

以从以下几个方面进一步开展研究：

（1）探索四环影响神经网络 BP 类算法解码循环码的深层机制。众所周知，

无论环是否构成了小型陷阱集，BP类算法会由于图中有短环而性能劣化。这一点

在 LDPC 码中尤为明显，现有构建 LDPC 码的算法都会极力避免四环的出现。而

在本文的实验中，错误并未集中在四环密度高的地方。相反地，四环密度高的地

方错误频数反而更低，这可能与循环码的一些特性有关，仍需进一步研究。

（2）研究不同的节点更新机制。本文只考虑了泛洪传播以及分层传播两种方

法。目前学界已经提出了其他更高效的传播调度机制。例如基于 LLR残差的动态

调度机制等等[49]-[50]。由于时间和篇幅所限，本文并未对动态调度机制和神经网络

之间的结合做出研究，采用动态调度机制的神经网络解码器可能拥有更加优越的

性能。

（3）应用不同的冗余校验矩阵。本文的神经网络主要针对普通的校验矩阵𝐇
以及循环冗余校验矩阵𝐇𝑐𝑦𝑐进行设计，而文献

[36]1957-1966 中提到使用对偶码的所有

具有最小重量的码字构造冗余校验矩阵进行解码。该方法对于码长偏长的码字实

用度较低，但是结合前文中的结论，即小型陷阱集是影响神经网络 BP类算法解码

性能的最主要因素，未来的研究可以考虑通过引入对偶码的最小重量码字或使用

其他方法对校验矩阵进行扩充从而扩大小型陷阱集，同时兼顾算法的复杂度和

Tanner图中陷阱集的大小。

（4）最后，出于简洁性考虑，本文的通信模型仅局限于 BI-AWGN信道，这

是一个较为简单理想的信道。然而现实中的信道模型则更为复杂，未来的研究工



重庆大学硕士学位论文 5 总结与展望

55

作可以考虑神经网络在不同调制模式以及不同信道例如擦除信道、突发错误以及

衰落信道等场景下的应用和优化

。
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